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SS OS 
INTRODUCTION. 


L’intégrale de Cauchy a été le premier exemple d’une expression 
analytique égale à zéro dans une certaine région du plan et à une 
fonction déterminée dans une autre région. Dès lors, on a dû se poser 
la question suivante : Etant données deux fonctions d’une variable 
complexe, définies, l’une lorsque la variable est dans un certain do- 
maine, l’autre lorsqu’elle est dans un domaine différent, dans quels 
cas peut-on dire que c’est la même fonction? Avant les travaux de 
Cauchy, cette question aurait paru à peu près dénuée de sens ou tout 
au moins résolue immédiatement : on a là même fonction, pensait-on, 
lorsqu'on a la même expression analytique. Il est clair que l’existence 
d'expressions analytiques telles que l’intégrale de Cauchy ou cer- 
taines séries qui en ont été déduites par M. P. Appell (‘) conduirait, 


(1) P. AppELL, Développements en série dans une aire limitée par des arcs de cercle 
(Acta mathematica, t. 1). 
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en partant de cette idée, a des consequences au moins bizarres : l’ex- 
pression méme fonction dans plusieurs régions du plan aurait un sens 
tellement large qu’elle ne signifierait plus rien. 

La notion de fonction prolongée analytiquement, obtenue à l’aide 
de la série de Taylor, a jeté beaucoup de lumière sur ce point et joué 
un grand rôle en Analyse; il est inutile de rappeler ici en quoi elle con- 
siste, ni quelle en est l'importance. Remarquons simplement que cette 
importance est due surtout à ce théorème fondamental : Deux fonc- 
tions analytiques qui coincident dans une région du plan coincident dans 
tout le plan ou, du moins, dans toutes les régions que l’on peut atteindre 
par voie de prolongement. 

Mais, dans le cas où une fonction admet une ligne singulière essen- 
tielle fermée, nous ne savons pas ce que l’on doit appeler prolonge- 
ment analytique de la fonction au dela de cette ligne. M. H: Poincaré a 
même cru pouvoir affirmer que cette expression est nécessairement 
dénuée de sens (*). 

J'ai repris la question à un point de vue un peu différent, et j'ai 
montré qu’il est possible, dans certains cas, de donner du prolonge- 
ment analytique au delà d’une ligne singulière essentielle fermée une 
définition qui ne soit contradictoire, ni avec elle-même, ni avec les 
notions antérieures. J'ai fait voir comment les difficultés signalées par 
M. H. Poincaré (loc. cit.) tiennent à la définition que l’on donne usuel- 
lement de l’uniformité des fonctions. C’est la difficulté de définir l’uni- 
formité d’une fonction ayant une ligne singulière essentielle qui m'a 
empêché d'étendre à des cas plus généraux la notion de prolongement 
analytique, notamment au cas de certaines fonctions à espace lacu- 
naire signalées d’abord par M. H. Poincaré (Acta Societatis fennice, 
t. XII) et que j'étudie avec quelque détail. La se termine la première 
Partie de ce travail. 

Dans la seconde Partie j’indique comment la considération des fonc- 
tions à espace lacunaire dont je viens de parler m’a conduit à un théo- 
reme sur une classe très intéressante de fonctions d’une variable réelle. 
Je veux parler des fonctions qui, dans un intervalle donné, ont toutes 


(1) Voir notamment : H. Poincaré, Sur les fonctions à espace lacunaire ( American 
Journal of Mathematics, t. XIV ). 
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leurs dérivées finies (et, par suite, continues) et qui, cependant, ne 
sont développables en série de Taylor pour aucun point de l'intervalle. 
Je donne pour ces fonctions une expression analytique (la somme d’une 
série de puissances et d’une série de Fourier) telle que les expres- 
sions analytiques des dérivées de tous les ordres de la fonction s’en 
déduisent immédiatement par la différentiation des séries, terme à 
terme. 


Pour obtenir ce résultat, j'ai dû compléter sur quelques points la 


. théorie d’un système d’une infinité d'équations linéaires à une infinité 


d'inconnues, théorie dont l'importance a été indiquée d’abord par 
M. G. Darboux (') et qui a fait l’objet de quelques courtes Notes de 
M. H. Poincaré (>). Je donne, en terminant, quelques applications de 
cette théorie. 

Dans la conclusion, j'essaye de montrer comment les deux parties, 
en apparence assez distinctes, de ce travail ont été écrites en partant 
des mêmes idées, et je cherche à faire voir quelle importance elles 
peuvent avoir dans les applications, notamment en Physique mathé- 
matique. 

J'ai rejeté dans une Note la démonstration de quelques propositions 
qui se rattachent à la théorie des ensembles et de l’approximation 
des irrationnelles, dans le double but de ne pas interrompre les rai- 
sonnements au milieu desquels j’en ai fait usage et de pouvoir leur 
donner quelques-uns des développements qu’elles me semblaient com- 


porter (®). 


(1) OEuvres de Fourier, t. I. 

(2) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. XIII et XIV. 

(3) Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été communiqués a l’Aca- 
démie des Sciences (séance du 12 février 1894). 
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PREMIERE PARTIE. 


Les expressions analytiques qui se présentent les premieres, apres 
les fonctions rationnelles et algébriques, sont les séries de fractions 
rationnelles qui comprennent, comme cas particulier, les séries de 
polynomes. Nous appellerons péle d’une telle série toute valeur de la 
variable (nous dirons souvent tout point), qui rend infini l’un des 
termes, et point singulier tout point dans le voisinage duquel se trouve 
une infinité de pôles. Dans tout ceci, le point à l'infini est traité comme 
un point ordinaire. 

L'ordre d’un pôle sera le degré de multiplieité le plus élevé de ce 
pôle dans les divers termes qu’il rend infinis. Nous supposerons essen- 
tiellement cet ordre fini; le cas où il est infini conduit, si le point cor- 
respondant est isolé, à ce que l’on appelle ordinairement un pount sin- 
gulier essentiel. 

Dans le Mémoire cité plus haut, M. P. Appell a montré qu’on pou- 
vait former des séries ayant des singularités de ce dernier genre, 
et représentant, dans des régions différentes, les fonctions les plus 
diverses; c’est pourquoi nous excluons ces singularités de nos eonsi- 
dérations. 

Enfin nous appellerons ordre de la série, la limite supérieure des 
ordres de ses divers pôles; nous supposerons aussi cet ordre fini; il 
est clair que cette hypothèse n’est pas une conséquence nécessaire de 
la précédente; mais l'étude des séries dans lesquelles l’ordre de 
chaque pôle est fini, sans cependant être limité pour la série entière, 
parait plus compliquée qu’intéressante. Nous nous contentons de la 
signaler; on verra sans peine dans quelle mesure les considérations 
qui suivent s'appliquent à ce cas particulier. 

Nous allons faire encore une hypothèse restrictive sur les séries 
d'ordre fini que nous étudierons; nous admettrons que la série obtenue 
en décomposant les diverses fractions rationnelles en éléments sim- 
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ples est absolument convergente en au moins un point non singulier. 
Il est d’ailleurs facile d’en conclure qu’elle est absolument conver- 
gente en tous les points non singuliers. 

Il existe des fonctions très simples pour lesquelles cette hypothèse 
n'est pas vérifiée; tel est le cas, par exemple, pour la dérivée logarith- 
mique d’une fonction holomorphe de genre supérieur à zéro : c’est la 
définition même du genre. Cet exemple suffit pour faire voir quel est 
le caractère de notre hypothèse; quand elle est vérifiée, la fonction 
peut être considérée comme déterminée quand on donne ses pôles, et 
la manière dont elle devient infinie en chacun d'eux. Par exemple, 
une fonction admettant pour pôles simples les points s = n?, le résidu 
correspondant étant égal à l’unité, est nécessairement de la forme 


co 
I 
ee 
Sn 
1 


A étant une constante; on suppose, bien entendu, que le point à l’in- 
fini n’est pas lui-même un pôle, mais seulement ce que nous avons 
appelé un point singulier, c’est-à-dire dans le voisinage duquel il y a 
une infinité de pôles. Au contraire, une fonction admettant pour pôles 


simples les points s — 4», les résidus étant encore égaux à l'unité, 
n’est nullement déterminée ; la série semi-convergente 


+ æ 


> 1 

LC 
3 —\/n 
1 


peut, en effet, représenter diverses fonctions suivant l'ordre dans 
lequel on écrit ses termes; si on la rend absolument convergente par 
le procédé de M. Weierstrass, on est obligé d'introduire une infinité 
de polynomes en z ne formant pas une série absolument convergente; 
dans certains cas, le degré de ces polynomes, ici fini, pourrait dépasser 
toute limite. On voit que le point à l'infini est alors un point singulier 
d’une nature toute particulière. A ce point de vue-là et en modifiant 
un peu la terminologie en usage, nous pourrions dire que les séries 
satisfaisant à notre hypothèse restrictive sont des fonctions n’ayant 
sur toute la sphère d’autre singularité que des pôles, les points limites 
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: x Ses 4: 
de pôles, que nous avons appelés poznis singuliers, n'étant pas singu 
liers en eux-mêmes, mais seulement en tant que limites de pôles. 
Nous éviterons d’ailleurs autant que possible de modifier le sens des 
locutions admises; néanmoins, nous conserverons souvent le nom de 
pôles à ceux d’entre eux dans le voisinage desquels s’en trouve une 
infinité d’autres, c’est-à-dire qui sont en même temps des points singu- 
liers. 
En résumé, nous considérons les séries de la forme 


An 


et nous supposons : d’abord que les exposants entiers 7, sont au plus 
égaux à un nombre fixe m, l’ordre de la série; ensuite que la série est 
absolument convergente pour au moins un point s —c ne coincidant 
avec aucun pôle ni point singulier. Comme nous l'avons déjà remar- 
qué, la série est alors absolument convergente en tout point non sin- 
culier; il est clair, en effet, que le rapport des termes correspondants 
des deux séries à termes positifs 


A, 
> ee > 


est compris entre deux nombres fixes, les m, étant finis et z et c n’étant 
pas infiniment voisin des points a,. 

Il est visible, d’ailleurs, que notre série se transforme en une série 
analogue lorsqu'on effectue sur s une transformation homographique; 
si tous les points du plan ne sont pas singuliers, on pourra choisir cette 
transformation, de manière que le point à l'infini soit un point ordinaire 
pour la nouvelle fonction. Dès lors, en conservant les mêmes nota- 
tions pour cette nouvelle fonction, on voit assez aisément que la condi- 


tion de convergence revient à celle-ci : la série D" |A, | doit être con- 
vergente. Nous poserons alors 


An 


(e— a, )"n 


. 
= ) 
3 An Te 


la série 9(z) est absolument convergente dans toute aire S ne renfer- 
mant à son intérieur aucun pôle et uniformément convergente dans 


po 
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toute aire S’ intérieure 4S; si S’ est d’un seul tenant, elle définit dans 
S’ une fonction analytique bien déterminée. La question que nous 
avons à résoudre maintenant est la suivante : Deux aires telles que S’ 
étant séparées par des lignes ou des aires de points singuliers, peut- 
on regarder les deux fonctions analytiques définies par la série dans 
ces deux aires comme le prolongement l’une de l’autre? Nous allons 
d’abord traiter en détail la question en faisant une hypothèse particu- 
lière sur la distribution des points singuliers; nous nous occuperons 
un peu ensuite du cas général. 


Nous désignerons d’une manière générale par a les pôles et par a 
les points singuliers ou points limites de pôles; l’ensemble des 
points a’ est ce que l’on appelle l’ensemble dérivé de l’ensemble des 
points a. Nous supposerons d’abord que les points a’ forment au plus 
des lignes L, et que les points a non situés sur ces lignes L sont isolés 
ou ont des points limites isolés. De plus, nous supposons que, sauf en 
des points isolés, les lignes L admettent un rayon de courbure ou que 
tout au moins il est possible, M étant un point quelconque d’une de 
ces lignes, de construire deux cercles tangents extérieurement en M 
et tels que Ja portion de la ligne L voisine du point M soit extérieure 
à ces deux cercles. 

Considérons maintenant un point M situé sur une ligne L et qui ne 
soit, ni un point singulier de cette ligne, ni un pôle de ¢(z); d’après 


Fig. 1. 
M 


nos hypothèses, il est possible de tracer de chaque côté de L un cercle 
passant par M et ne renfermant à son intérieur, ni sur sa circonfé- 
rence, aucun pôle de 9(2); supposons que le point 3 tende vers M en 
suivant le rayon OM de ce cercle; désignons par « l’affixe de M et par 
o le module de s — x. Je dis que, m étant de l'ordre déjà défini de la 


ee = ae — 
ae a i 
| re + i +e ots aN + i , : 
; fonction 9(s), p"?(z) tend vers zéro lorsque = 


allons constater, en effet, que le module de | >" p(3) eut ê 1¢ 
inférieur à un nombre positif arbitraire 2e. Écrivons ¢() sous la 
forme oa | 


. he FN : r*+ 
2) a Se (Mn< M ). r ~ 
o(3) Dee (Ma£m) 
? 1 2 
Par hypothese la série 
Se 
étant convergente, nous pouvons déterminer un entier 7, tel que l’on 


alt 


D [AL lace. 


n=r+t1 
r étant ainsi choisi, écrivons 


9(4) = rs) + Yr(s), 
en posant 


r re 
w= Loge 


LT WAS 
Os pas 


Uda 


Il est clair que, z étant sur le rayon OM, 9,(s) a un module maxi- 
mum H; d’ailleurs, ona 


+ 


Sr ‘ 
POSE pr, << Tels ae < az, 


(en supposant p <1), puisque l’on a visiblement 


|x —a,|>p et Mn£ M, 


On a donc 
p"|p(s)| <Hp"+e, 
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et il suffira de prendre "<< a pour avoir enfin 


pr |p(s)|<2e. 


La proposition énoncée est done démontrée. 

Supposons maintenant que M soit un pôle d'ordre m de ¢(z), c’est- 
à-dire qu'il y ait dans 9(z) des termes de la forme 
R(2) — ( B,, B-; ; 4 B, 6 


Fes ay (z Na AVE se g— à 


B,, ant certainement différent de zéro; ona 
¢(4)= 6(s) + R(s) 

et, d’après ce que nous venons de voir, 
lim(s —a)™@(s)=0 


lorsque z se rapproche du point « en suivant le chemin OM; dans les 
mémes conditions, on a visiblement 


lim (z a)y™ R(z) — B,, 


et, par suite, 
lim (4— «)"9(s)=By. 


Le procédé de raisonnement que nous venons d’employer est dû à 
M. E. Goursat (Bulletin des Sciences mathématiques, 1887). 

Ces propositions vont nous permettre de définir, dans certains cas, le 
prolongement analytique d’une fonction au delà d’une ligne singulière 
essentielle fermée. Il est clair en effet qu’une fonction telle que o(z) 
ne peut pas être nulle dans une aire quelconque sans être identiquement 
nulle; car il résulte des propriétés des fonctions analÿtiques qu’elle est 
alors nulle dans toute aire que l’on peut atteindre sans traverser une 
ligne L, en particulier dans le cercle O que nous avons considéré, et 
l'égalité 

lim(z— «)"9(s) =B,, 
montre alors que tous les coefficients sont nuls. Or il est clair que tout 
Ann. de L'Éc. Normale. 3¢ Série. Tome XII, — Janvier 1805. 3 
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polynome par rapport aux fonctions telles que 9() et lettre dérivées 
est une fonction de méme nature; s’il est nul dans une région du plan, 
il sera identiquement nul; c’est-à-dire que : si une relation mnie 
entre des fonctions o(z) et leurs dérivées est vraie dans une portion quét- 
conque du plan, c’est une identité, et elle est par suite vraie dans tout le 
plan. | 

Ce qui précède suffirait pour rendre légitime la convention suivante : 
nous dirons que la série 9(z) représente la même fonction en tous les 
points où elle est convergente; nous introduisons ainsi une certaine 
classe de fonctions, qui ont des propriétés parfaitement déterminées et 
ne renfermant point de contradiction. Mais cette définition pourrait, 
tout en n'étant pas contradictoire avec elle-même, l'être avec la notion 
ordinaire de prolongement analytique, ce qui serait un grave inconve- 
nient; il est aisé de voir qu’il n’en est rien; l’égalité fondamentale déjà 
deux fois écrite montre que 9(s )admet effectivementles lignes L comme 
lignes singulières essentielles et par suite, si l’une de ces lignes est 
fermée, ne peut pas être analytiquement prolongée au dela. M. E. Gour- 
sat avait déjà obtenu ce résultat dans la Note citée plus haut, mais sans 
chercher à en tirer les conséquences qui, à notre point de vue, en con- 
stituent véritablement l’importance. 

De plus, l'égalité que nous avons obtenue va nous donner le moyen 
théorique de reconnaitre si une fonction donnée par un développement 
de Taylor appartient à la classe des fonctions ¢(s) et, dans le cas de 
Vaffirmative, de calculer les a et les A. 

Supposons qu’une fonction donnée par un développement de Tay- 
lor admette une ligne singulière essentielle L (fermée ou non); une 
première condition est nécessaire pour qu’elle soit une fonction 9; sur 
tout are de L, il doit y avoir une infinité de points a tels que la fonction 
augmente indéfiniment lorsque la variable tend vers un de ces points 


en suivant la normale. Il doit ensuite exister un nombre entier positif 


m, tel que, dans les mêmes conditions, le produit de la fonction par 
(s — a)", « étant l’affixe de a, tende en général vers zéro, sauf en des 
points isolés pour lesquels il peut se comporter d’une manière quel- 
conque et en un certain nombre de points a,, a,,..., formant une suite 
dénombrable pour chacun desquels il a une limite déterminée, limites 
que nous désignerons respectivement par A,, A,, ... 
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La série | A,| + |A,|+ ... doit être convergente, dans le cas où les 
A sont en nombre infini; en retranchant de la fonction donnée la fone- 


tion 
A; 


on doit obtenir une fonction ayant les mêmes propriétés, le nombre m 
étant remplacé par »:— 1. En continuant ainsi, si l’on arrive, après 
des soustractions successives à une fonction n’admettant plus L 
comme ligne singulière, on aura défini le prolongement de la fonction 
au delà de cette ligne; nous allons voir d’ailleurs que cela peut pré- 
senter un intérêt, même si la ligne L n’est pas fermée. 

Il est, en effet, indispensable de dire quelques mots d’une objection 
que M. H. Poincaré a faite par avance à toute tentative de prolonge- 
ment d’une fonction au delà d’une ligne singulière essentielle fermée. 
M. H. Poincaré considère (doc. cit.) une fonction 9(z) admettant une 
ligne singulière essentielle L et donnée à l’intérieur de cette ligne, et 
une autre fonction Ÿ(z) assujettie à la seule condition d’être donnée à 
l'extérieur de L et d’admettre aussi L comme ligne singulière essen- 
tielle. Cela posé, il démontre qu'il est possible de trouver deux fonc- 
tions f(z) et g(z) admettant respectivement pour lignes singulières 
essentielles deux arcs différents de L (formant à eux deux le contour L 
tout entier), pouvant, par suite, être prolongées analytiquement dans 
tout le plan, et telles que l’on ait 


f+g—= àlintérieur de L, 
f+g=v à l'extérieur de L. 


M. H. Poincaré conclut de là que la notion de prolongement analy- 
tique d’une fonction en dehors d’un espace limité par une ligne sin- 
gulière essentielle est nécessairement dénuée de sens. 

Les résultats que nous avons obtenus sur les fonctions 5 (3) semblant 
indiquer que, pour certaines fonctions tout au moins, il existait une 
sorte de prolongement ayant des propriétés fort simples et bien déter- 
minées, j'ai recherché la cause du fait singulier signalé par M. Poin- 
caré. 

Désignant par g(s) une fonction uniforme et n’admettant que des 
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singularités isolées dans tout le plan, considérons la fonction g(s)logs. 4 
C’est une fonction multiforme, dont les diverses déterminations en un 
point s diffèrent de la quantité 2kir g(<), k étant un entier arbitraire. 
Riemann a d’ailleurs indiqué comment on pourrait artificiellement 
rendre une telle fonction uniforme; il suffit de tracer une ligne allant ag 
du point zéro au point infini, par exemple la partie négative Oa! e.. 
(fig. 2) de l’axe des quantités réelles, et assujettir la variable à ne pas 4 


Hig02: 


x’ 0 


traverser cette coupure. Mais l’uniformité ainsi obtenue n’est qu'ap- 
parente : la fonction peut être prolongée analytiquement au delà de ie 
cette coupure, et l’on constate alors qu’elle n’est pas uniforme. 

Soit maintenant 9(s) une fonction admettant effectivement la demi- 
droite Oa’ comme ligne singulière essentielle; ce sera, par exemple, la 
fonction 


; e-P-4 
es eens CPG aah, es 3, ++.) D). 


Considérons la fonction 
v(s) = 0(s)+ g(s) logs. 


Devrons-nous la regarder comme uniforme? Evidemment oui, si 
nous conservons la définition usuelle des fonctions uniformes; il est 
bien clair, en effet, que si cette fonction nous est donnée par son déve- 
loppement en série de Taylor, en un point du plan, nous ne pourrons 
jamais, par prolongements analytiques successifs, trouver en aucun 
point deux valeurs différentes de la fonction. La présence de 9(s) nous 
empêche, en effet, de traverser Ox’; la coupure artificielle est devenue 
naturelle. 

Nous voyons ainsi comment le simple fait analytique de la superpo- . 
sition de deux coupures, l'une artificielle, l'autre naturelle, peut rendre 
uniforme la somme d'une fonction uniforme et d’une fonction non uni- 
forme. 

Cette simple remarque suffira pour nous montrer combien est na- 


ar 7e >; 
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turel le fait, en apparence si bizarre, signalé par M. H. Poincaré. 
Considérons, en effet, une fonction admettant pour ligne singulière 
essentielle la partie positive Ox de l’axe des quantités FL. par 
exemple, o(— z) = 9,(s), et formons la fonction 


W1(2) = pis) — e(2) logs, 


eu prenant dans la moitié supérieure du plan la même détermination 
de logs que pour la fonction )(z) déjà étudiée. Il est clair que l’on a, 
dans la partie supérieure du plan, 


et, dans la partie inférieure, 
U(s) +4, (4) = oz) + is) —2irg(s), 


puisque les déterminations du logarithme y different de 277. C’est là 
un fait tout pareil à celui que signale M. Poincaré; doit-il nous em- 
pêcher de dire que l’expression 9(z) + 9,(z) (qui satisfait aux condi- 
tions énoncées plus haut) représente la même fonction dans les deux 
moitiés du plan? Évidemment non, et il est impossible de soutenir que 
c’est aussi bien 9 + 9, — 21rg qui est le prolongement analytique 
dans la partie inférieure du plan de la fonction égale à © + 9, dans la 
partie supérieure. On ne peut arriver à cette idée qu’en introduisant 
des fonctions uniformes en apparence seulement, mais en réalité mul- 


tiformes, telles que 
b(s) = (4) +g(z)logs 


Ainsi, lorsqu’une fonction admet une ligne singulière essentielle, 
la définition des fonctions uniformes, obtenue à l’aide du développe- 
ment de Taylor, est insuffisante et incomplète; ce qui précède permet 
de la compléter dans certains cas; si, par exemple, on applique à la 
fonction Ÿ(z) le procédé indiqué dans les pages précédentes, on sera 
amené à considérer la différence (3) — (4 ), différence qui n’admet 
plus de ligne singulière essentielle et qui n’est pas uniforme; on en 
conclura que I’ nie de Ÿ(z) n’était qu’apparente. 
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Dans les cas où le procédé que nous avons indiqué ne réussit pas, il 
est actuellement impossible de dire si une fonction à ligne singulière 
essentielle est véritablement uniforme; cette expression n’a même pas 
de sens précis; pour lui en donner un dans des cas plus étendus, il 
serait nécessaire d'étudier d’autres expressions analytiques au point 
de vue auquel nous venons d'étudier les séries o(z). 

Les observations que nous avons faites sur la définition de l’uni- 
formité vont nous être utiles dans l’étude du cas général, c’est-à-dire 
du cas où l’on ne fait aucune hypothèse sur la distribution des a. 
supposons en effet, par exemple, que les a admettent comme points 
limites tous les points d’un arc AMB, mais en étant tous situés d’un 
même côté de cet are, et non sur l’are lui-même. Rien dans ce qui pré- 
cède ne nous autorise à dire que la fonction définie par la série du 
côté de AB où ne se trouvent pas les points a ne peut pas être pro- 
longée au delà de AB; supposons qu'elle puisse l'être et que l’on 
atteigne ainsi un point N dans le voisinage duquel la série représente 
une fonction holomorphe : il est clair qu’i/ n’y a aucune raison pour que 
cette fonction coincide dans le voisinage de N avec la fonction obtenue 
par le prolongement. L’admettre reviendrait à admettre que la fonction 
définie comme somme d’une série formée de fonctions uniformes est 
uniforme au sens usuel du mot, c’est-à-dire au sens qui résulte de la 
théorie du prolongement analytique : or c’est là un point qui n'est 
nullement évident et qui paraît même malaisé à démontrer. 

Aussi les conclusions qu’a cru pouvoir énoncer M. Pringsheim dans 
un Mémoire récent (‘) ne paraissent-elles pas démontrées par lui. 
M. A. Pringsheim considère le cas où les points a admettent comme 
points limites les points d’une ligne AB, à l'exclusion de tout autre 
point dans le voisinage de AB; d’ailleurs ils sont tous situés d’un 
même côté de AB, et non sur la ligne. Dans ces conditions il est clair 
que la série représente, à une distance aussi petite que l’on veut de AB, 
du côté où sont les points a, une fonction analytique parfaitement 
déterminée, admettant tous ces points comme points singuliers, puis- 
qu'ils sont isolés. M. Pringsheim admet que, si la fonction analytique 


(1) Zur Theorie der Taylor’schen Reihe (Mathematische Annalen, t. XLIE, p. 168). 
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définie par la série de l’autre côté de AB peut être prolongée au delà 
de cette ligne, elle y coïncide avec la fonction dont il vient d’être ques- 
tion ; dès lors, il est évident que ce prolongement est impossible; mais 
le point admis est précisément celui dont la démonstration parait 
devoir être le plus difficile. On pourrait facilement former des exemples 
de fonctions analytiques qui ne peuvent être prolongées au delà d’un 
arc, lorsqu'on s’approche de cet arc par un certain côté, mais qui, 


Mige 3s 


ARS 


B 


si on contourne l’arc de manière à chercher à le traverser dans l’autre 
sens, se prolongent sans difficulté; il est clair que le prolongement 
ainsi obtenu ne coïncide pas avec la fonction qui ne pouvait être pro- 
longée; celle-ci n’est pas uniforme. Il suffirait de prendre la fonction 


yA, logs — logan | 


———— 
“= Qn 


la série DES étant convergente et les a, admettant comme points 


limites les points d’un arc dont une extrémité coincide avec le 
point zs = 0; il est clair que, si l’on choisit convenablement les déter- 
minations des logarithmes, la fonction analytique que l’on définit ainsi 
peut ou ne peut pas être prolongée au delà de cet arc suivant le côté 
où l’on se présente, ou le chemin qu’on a suivi. 

Ainsi dans le cas où les a ont pour points limites tous les points 
d’un arc sans être sur cet arc, ou tous les points d’une aire sans se 
trouver sur son contour, il serait nécessaire de démontrer directement 


que la série de Taylor obtenue en un point a un rayon de convergence 


égal à la limite inférieure des rayons de convergence des déve- 
loppements des diverses fractions, en nombre infini, qui figurent dans 
la série donnée. Or ce théorème n’est pas exact dans le cas où cette 
limite inférieure est égale à zéro, comme nous en verrons des exemples 
plus loin; de plus, il n’est pas vrai que, si l’on considère des séries de 
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Taylor quelconques, le rayon de convergence de leur somme soit égal a 
Ja limite inférieure de leurs rayons de convergence; enfin le procédé 
de M. Goursat ne s'applique évidemment pas ici. 

Aussi semble-t-il bien difficile de résoudre la question en général, 
c’est-à-dire sans rien préciser sur la distribution des points a. Nous 
allons, au contraire, pouvoir démontrer, sans aucune hypothèse à ce 
sujet, un théorème intéressant au point de vue de la notion de l’uni- 
formité, notion dont nous avons vu l'importance; nous verrons ainsi 
que, avec des hypothèses peu rectrictives sur les À, si les fonctions 
que nous considérons ne sont pas uniformes, ce n'est pas en tous les 
cas de la même manière que la fonction Ÿ(2) citée plus haut. 

Considérons la série 

à AS 
> (5 — a)" 


et supposons qu'il existe une série convergente à termes positifs 


: Un > 


telle que la série 


soit convergente. Il suffit pour cela que la série à termes positifs 


D PNR 


soit convergente, et il est aisé de voir que cette condition suffisante 
est en même temps nécessaire; en particulier, si l’ordre de la série est 


’ “ , rie pene . À 
égal à l’unité, la série 3 | À, | doit être convergente. 

Cela posé, nous allons montrer qu’étant donnés deux points P 
et Q ne coincidant ni avec un point a, ni avec un point a’, on peut 
toujours les réunir par une ligne continue PMQ, telle que sur cette 
ligne la série considérée soit absolument et uniformément conver- 
gente. 

a à Fe a : ’ na Six ¢ 

Remarquons d abord que I hypothèse faite sur les points P et Q 
revient à celle-ci : il est possible de tracer deux cercles S, et S, ayant 


ie 
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respectivement pour centres P et Q et ne renfermant à leur intérieur 
aucun point a. 


Considérons maintenant les cercles C passant par P et Q et dont 
les centres O sont situés sur un segment déterminé AB, d’ailleurs quel- 


Fig. 4. 


conque, de la perpendiculaire au milieu de PQ. Il est clair que C, et C, 
étant deux de ces cercles, ayant pour centres les points O, et O,, si 
M, et M, sont deux points pris respectivement sur C, et C,, et dont 
l’un au moins est extérieur à S, et aS,, ona 


M,M,>40,0,, 


é étant un nombre fixe dépendant uniquement de la distance PQ, du 
segment AB et des rayons des deux cercles S, et S,. 

Désignons par / la longueur de AB; la série Lu, étant convergente, 
nous pouvons choisir 7 de manière que l’on ait 


ao 


DATES 


n+1 


Soient maintenant M; l’affixe du point a; (4 > n)etO,; le centre du cercle 
C; passant par les points P, Q, M;. Prenons sur la droite AB, de part 
et d’autre du point O;, deux longueurs 0;A;, 0;B; égales à u,, de telle 
sorte que le segment A;B; soit égal à 2u;; la somme de tous les seg- 
ments (en nombre infini), tels que A;B;, tous situés sur le segment AB 
ou sur son prolongement, est inférieure à la longueur / de AB; donc 


Ann, de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Janvier 1895. 4 
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il existe sur AB une infinité non dénombrable de points n’appartenant 
à aucun de ces segments ('); soient w un de ces points qui ne coincide 
avec aucun des points O; d'indice inférieur à », et lle cercle de centre w 


passant par les points P et Q; je dis que ce cercle Ta les propriétés 


A 
requises, c’est-à-dire que la série > ere est uniformément con- 


vergente sur ce cercle. En effet, ce cercle ne passant par aucun des 

points a;, nous pouvons faire abstraction des x premiers termes de la 
; A; 

série; soit -—? un terme de rang supérieur à 7; le point affixe 


(5 — a)" 
de z étant un point du cercle [ et le point M;, affixe de a;, étant un 


point du cercle C; extérieur aux deux cercles S, et S,, on a, d’après 
une remarque déjà faite, 

|s —a;|>kO;o, 
et puisque le point w est, par hypothèse, extérieur au segment A;B,, 
de longueur 2u;, qu’on a pris autour de O;, O;w est supérieur à 4; et, 


par suite, 
2 |3 -- a;| > ku;. 
one 


A; | I | A; | 


(4 axe a) key uy j 


Or, par hypothese, la série 


est convergente, donc da série 
| A . 
D 
| (3 =" a; )"i 
esl uniformément convergente sur le cercle T; la série 
y= 
(3 — a;)"i 


représente donc sur ce cercle une fonction continue de z 
Avant de développer les conséquences de cette proposition, remar- 


; k s CRU ; 
(1) Pour la démonstration rigoureuse de ce point, voir la note. 
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quons que, pour l’établir, nous n’avons utilisé des points P et Q et des 
cercles C que la propriété exprimée par l’inégalité 


MM > kO,0,. 


I] en résulte que si, plus généralement, on a une famille quelconque 
de courbes, dépendant d’un paramètre A, et telles que M, et M, dési- 
gnant deux points situés respectivement sur les courbes qui corres- 
pondent aux valeurs À, et A, du paramètre, l’un au moins de ces deux 
points étant un point a, on ait l’inégalité 


MM: > Ai — 


dans laquelle & désigne un nombre fixe, on peut affirmer qu'il existe 
une infinité non dénombrable de courbes de la famille sur chacune 
desquelles la série est uniformément convergente ('). 

En particulier, comme famille de courbes C ayant la propriété in- 
diquée, on peut citer les courbes parallèles à une courbe donnée, au 
moins dans un certain voisinage d’un are ne présentant pas de singu- 
larités. On peut citer aussi les familles de courbes algébriques dont les 
points d’intersection sont fixes, à condition que ces points ne soient 
ni des points a, ni des points a’; c’est dans ce dernier cas que rentre 
la famille des cercles C. 

Ce qui fait pour nous le principal intérêt de cette proposition, c’est 
qu’elle nous montre à quel titre on peuttaxer d’uniformes les fonctions 
auxquelles elle s’applique. En effet, il est clair que si à une telle fonc- 


tion + on ajoute une fonction de la forme g(s)log——, la ligne cd 


étant une ligne singulière essentielle de 9, et non de g(z), on obtient 
une fonction ne présentant plus les mémes caracteres. On peut, en 
effet, prendre pour famille de courbes des courbes orthogonales a cd 
et on en conclut immédiatement que cette ligne devrait présenter une 


(1) Lorsqu'on donne le nombre # et les limites entre lesquelles peut varier À, ces der- 
nières pouvant être choisies arbitrairement, on détermine une infinité de courbes sur 
l’ensemble desquelles la convergence est uniforme; mais si l’on restreint l'intervalle dans 
lequel varie À, on a toujours une infinité de courbes dans tout intervalle, si petit qu'il 
soit, mais la convergence n’est plus uniforme si l’on considère simultanément les courbes 
correspondant à des intervalles de plus en plus petits. 


er i me. TENTE 
. 7 ja: . 
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infinité non dénombrable de points pour lesquels g(s) est discontinu, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. Ainsi, nous pouvons affirmer que, 
si nous convenons d'appeler fonctions uniformes les fonctions pour les- 
quelles a lieu la propriété définie par l'existence des courbes C, la 
somme d’une fonction uniforme et d’une fonction non uniforme est 
une fonction non uniforme. 

Malheureusement, nous ne sommes pas assuré que cette définition 
concorde avec la définition de l’uniformité obtenue à l’aide du déve- 
loppement de Taylor. Les considérations suivantes vont néanmoins 
rendre ce fait très vraisemblable, dans le cas du moins où les A véri- 
fient certaines inégalités supplémentaires. 

Une conséquence importante du fait que la série 


Ne ad. 
dal (5 — Ay) 
est absolument et uniformément convergente sur une courbe C est, en 
effet, celle-ci : On peut le long de la courbe C intégrer la série terme 
à terme et son intégrale est absolument et uniformément convergente 
et représente l’intégrale de la fonction. On en conclut le théorème sui- 
vant, qu’on peut considérer comme presque évident, mais qui ne 
semble pas aisé à démontrer directement : si les a sont condensés a 
l’intérieur d’une aire, il est impossible que, dans un espace E aussi 
petit que l’on veut de cette aire, les valeurs que prend la fonction sur 
les diverses courbes C que l’on peut tracer dans cet espace E coin- 
cident avee les valeurs d’une fonction holomorphe sur ces mémes 
courbes C. En effet, l’intégrale de la fonction le long d’un contour 
fermé quelconque compris à l’intérieur de cette aire serait nulle; on 
en conclurait que la somme des résidus de la fonction (') relatifs aux 
pôles compris à l’intérieur de ce contour serait nulle. Or, on peut 
tracer un contour tel que C, aussi voisin que l’on veut d’un contour 
quelconque donné à l'avance; de ce fait et de celui que la série des 
modules des A est convergente, on conclut immédiatement que tous 
les résidus sont nuls. Des intégrations répétées montreraient de même 


(1) C'est-à-dire des numérateurs des fractions dont le dénominateur est élevé à la pre- 
mière puissance. 
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que les autres A (compris à l’intérieur de l’espace E) sont nuls, ce 
qui est contraire à l'hypothèse. 

Une autre application est relative à la dérivation de la série; on sait 
qu'il est nécessaire pour qu’une série puisse être dérivée terme à 
terme que la série des dérivées des termes soit absolument et unifor- 
mément convergente ; il est ici aisé d’écrire la condition suffisante pour 
qu'il en soit ainsi; il suffit d'augmenter d’une unité l’ordre de chaque 
terme (le facteur qui s’introduit par la dérivation ne joue aucun rôle, 
comme il est aisé de le voir). 

Dans le cas où, en conservant les notations employées plus haut, la 
série | 


(1) DV 


est convergente, il existe des courbes C, sur lesquelles la fonction est 
continue ainsi que ses # premières dérivées. Au sujet de l’infinité des 
courbes C;, nous ne pourrions que répéter ce qui a été dit au sujet des 
courbes C. 

Dans le cas où la série (1) est convergente quel que soit le nombre #, 
il existe des courbes C sur lesquelles la série est absolument et unifor- 
mément convergente ainsi que toutes ses dérivées jusqu à un ordre 
quelconque déterminé à l’avance; mais, comme ces courbes C varient 
lorsque l’ordre de dérivation augmente, on ne peut pas en conclure 
qu'il existe des courbes C sur lesquelles la série est absolument et uni- 
formément convergente, ainsi que toutes ses dérivées. Nous démontre- 
rons l’existence de ces courbes C en supposant convergente la série 


I 
2 2 ER 


le logarithme ayant son sens arithmétique et étant un nombre positif 
arbitraire ('). 

En effet, il suffit de procéder comme nous l'avons fait plus haut, en 
prenant pour les w les termes de cette série; nous déterminerons ainsi 


(2) Il est bien évident que l’on suppose que A, tend vers zéro; la série pourrait être 
aussi convergente si A, augmentait indéfiniment. 


i) eee 


30 EM. BOREL. 


les courbes C en fonction seulement des termes de cette série et sur 
une de ces courbes les termes de la dérivée d'ordre # seront, à partir 
d’un certain rang, inférieurs en valeur absolue aux termes de la série 


San logit *| A, |, 


série évidemment absolument convergente en méme temps que la 
série (2). 

Cette proposition rend particulièrement intéressantes les fonetians 
pour lesquelles la série (2) est convergente; on voit, en effet, qu’en 
un certain sens elles se comportent, même dans les aires où sont con- 
densés des points a, comme des fonctions uniformes n’ayant que des 
discontinuités polaires. On comprend qu’il soit bien difficile d'étudier 
ces fonctions en général, c’est-à-dire sans rien supposer sur la dispo- 
sition des points a; lorsque ces points sont donnés suivant une loi dé- 
terminée, il est quelquefois possible de préciser encore davantage les 
propositions que nous avons démontrées. 

Considérons, par exemple, la fonction (') 


eon 
12) = gr 


n 


On suppose que » varie de 1 à l'infini et que pour chaque valeur de 
n, les entiers p et q prennent respectivement toutes les valeurs infé- 
rieures à ». Si l’on suppose que p et g prennent respectivement les va- 
leurs zero et n, il est certain, d’après ce qui précède, que la fonction 
définie par cette série admet un carré (de côté égal à l'unité) comme 
espace lacunaire. 

II est facile de démontrer directement l'existence de certaines lignes 
analogues aux courbes C; considérons, par exemple, la ligne a = &, & 
étant un nombre irrationnel tel que les quotients incomplets de son 
développement en fraction continue soient tous inférieurs à un nombre 
fixe N. On démontre immédiatement que la série est absolument et 


(1) C'est un cas particulier d’une fonction signalée par M. Poincaré (doc. cit.); nos con- 
sidérations s’appliqueraient au cas général. 


SUR QUELQUES POINTS DE LA THEORIE DES FONCTIONS. 31 


uniformément convergente ainsi que toutes ses dérivées sur la droite 
x = &. Ceci rentre dans les propositions précédentes: mais voici en 
quoi nous pouvons les généraliser; considérons un point ayant des 
coordonnées de la forme 


æ = a + FE, y=oa,+6,é, 


a, $,a,, 8, étant rationnels et le nombre irrationnel déjà défini. Il est 
facile de montrer que la série et toutes ses dérivées sont absolument 
et uniformément convergentes sur toute droite de coefficient angulaire 
rationnel passant par le point æ, y. On voit que l’on peut ainsi mener 
par une infinité de points, compris à l’intérieur de l’espace dit /acunaire, 
une infinité de lignes différant entre elles aussi peu que l’on veut et 
telles que la fonction ait la méme dérivée pour un déplacement le long 
d'une quelconque de ces lignes. Ce caractère présente une très grande 
analogie avec la définition donnée par Cauchy des fonctions d’une varia- 
ble complexe. 

Dans le cas général, tout ce que nous pourrions affirmer, c’est qu’il 
y a des points par lesquels passent deux courbes ayant cette propriété; 
car deux courbes C, appartenant à deux réseaux différents, se coupent 
nécessairement, si ces réseaux sont convenablement choisis. On peut, 
par exemple, supposer ces deux réseaux formés de parallèles aux axes; 
de sorte que nous voyons qu'il y a une infinité de points pour lesquels 
la partie réelle et la partie imaginaire de la fonction vérifient l’équa- 
tion de Laplace. Pour la fonction de M. Poincaré, nous pourrions ajou- 
ter que cette équation est vérifiée pour une infinité de directions rec- 
tangulaires. 


Nous allons terminer cette première Partie en montrant que les 
fonctions holomorphes définies dans diverses régions séparées du plan, 
par des séries analogues à la précédente, ne sont pas, au moins dans 
certains cas, sans avoir quelque relation entre elles. 

Pour cela, nous allons d’abord supposer les points a et a’ situés tous 
à distance finie et ne coincidant pas avec l’origine; de plus, nous sup- 
poserons la fonction homogène, c’est-à-dire tous les termes de la série 
de même degré par rapport à l’ensemble des lettres z et a. Nous exa- 
minerons d’ailleurs en premier lieu le cas où ce degré est égal à moins 
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un. Nous considérons donc une série de la forme 


SE 
> 
ea ep 


les points a étant tous compris à l’intérieur d’une couronne circulaire 
ayant pour centre le point so. Quant aux A, nous supposons 
simplement pour l'instant que la série », | A,,| est convergente; nous 
verrons quelles hypotheses accessoires nous devrons faire. 

Nous nous proposons, étant admis que le développement en série de 
Taylor de la fonction proposée à l’intérieur du petit cercle de la cou- 
ronne est identiquement nul, de chercher ce qu’on en peut conclure 
pour le développement à l’extérieur du grand cercle. Posons 


SA 


n+1 


<, désigne l’erreur que l’on commet en s’arrétant au ni" terme dans 
le calcul de la somme des modules des A. 
Cela étant, nous avons, en désignant par x, l'inverse de a,, 


p=oa 
I Th 
a == ÿ GR lon 
An — 4 I— Lys 


p= 


et, par suite, 


R—X p=n 


Sues 7 
— A Dp D— 
> — 3 2 > NT le 
ay — 3 


n=l p=! 


Nous avons donc par hypothèse, quel que soit p, 


Sy kan Cotes eee 


feta I I 
Désignons par = et 3 les rayons des deux cercles qui limitent la cou- 
ronne; ona 
| B<|an|<a 
et, par suite, 
h=a 
> Ant} | <e,a?. 


jh=n+1 | 


D EE 
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Nous avons donc, 0, ayant un module inférieur à l'unité, 


Ar + Agta +...+ Aux = ice, 
À, a? + À, x? oo os Ae Gye e,, 


A, vt + Agee... Anz”? = 0,08. 
Posons 
(@— @,) (#2 — 2)... 2 — 22) = 2" + uy, "+ Uo"? +... + Uy. 


Nous conclurons facilement de ce qui précède qu’en désignant par 
5, la somme A,-+ A,+...+A,,ona 


EnlOnat+ub sat t+u0, sat + UO, at 8 +. + Un, 4, 0] + u, oy—0. 


Or on a visiblement 
| Un | = pr, 


lat Uy Opp OPI. Up ndal<oat+lular-t+.. +fusnila+lu,l. 
Or le second membre de cette inégalité est évidemment inférieur a 
(a+ | x1 |)(a+ | 22|)---(a+]en|)<(20)" 


Nous avons donc finalement 


|onl<en (7) a 
6 


Donc, si nous supposons que l’on ait 


: a yee 


la série A, + A,+...+A, +... aura pour somme zéro. Dans ces 
conditions nous démontrerons absolument de méme que la série 


pt A 
a pour somme zéro; il suffit, en effet, de poser —* =A, etde raisonner 
P 


sur les A‘ comme nous venons de le faire sur les A; les € seront mul- 
tipliés par un facteur compris entre «et f, et la condition (1) conti- 
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nuera à être vérifiée. Nous démontrerons donc que, quel que soit À, 
ona | 


Ay A, A, 
Due dune ee eee 
aes ate a 


Il en résulte que le développement de la série 


D 
An — 3 
suivant les puissances décroissantes de z, développement valable pour 


les points extérieurs à la couronne considérée, est identiquement nul. 
Il est clair que la condition (1) est vérifiée si le rayon de conver- 


gence de la série 
DT 


est supérieur à —~- Nous allons, pour plus de netteté, supposer cette 


6 


série convergente dans tout le plan de la variable Z. Il est alors aisé de 
voir que la fonction 
An 
= D 


ne peut pas être nulle dans une portion du plan où elle est holo- 
morphe sans être nulle dans tout le plan. En effet, soient C, et C, deux 
contours à l’intérieur desquels elle est holomorphe, et C’ un contour 
assez grand pour ne renfermer à son extérieur aucun point a. Nous 
tracerons deux cercles concentriques, l’un extérieur à C,, l’autre exté- 
rieur aC’ et deux autres cercles concentriques, l’un intérieur à Cy, 
l’autre extérieur à C’. D'après ce que nous avons vu, la fonction sup- 
posée nulle à l’intérieur de C,, par exemple, le sera à l’extérieur de C’ 
et, par suite, à l’intérieur de C, ; ce qu’il fallait établir. 

Ces résultats s'étendent sans difficulté au cas où les termes de la 
série sont d’un même degré différent du premier; il suffit, en effet, 
d’une intégration ou de plusieurs intégrations successives pour rentrer 
dans le cas que nous venons de traiter; on voit aisément que les con- 
stantes introduites par l'intégration sont nulles, car on pourrait évi- 
demment conclure de ce qui précède que la série 9(3) ne peut pas être 
égale à un polynome en s. 
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On voit combien ces résultats sont moins généraux que ceux que 
nous avions pu obtenir en faisant des restrictions sur la distribution 
des points a. 


DEUXIEME PARTIE. 


On a signalé déjà des fonctions d’une variable réelle continues, ainsi 
que toutes leurs dérivées, et n’étant cependant développables en aucun 
point par la série de Taylor. De nombreux exemples en ont été donnés 
par M. Pringsheim dans le Mémoire déja cité (nous avons vu quelles 
restrictions on devait faire sur certains d’entre eux); mais il semble 
que le théoreme qui fournisse le plus aisément de telles fonctions est 
celui-ci, dû à M. Hadamard (') : Si dans une série 


Zby x 


C 1 — C ne x 
TI est constamment supérieur à un nombre fixe s plus 


le rapport 


grand que un, la série admet son cercle de convergence comme coupure. 
Il est clair, en effet, que, les c étant donnés, on peut toujours choisir 
les b de manière que, la série et toutes ses dérivées convergent sur le 


. cercle de convergence; on a ainsi défini sur ce cercle une fonction de 


variable réelle ayant la propriété requise. Il serait, d’ailleurs, facile 
de choisir convenablement les 6 et les c de manière à pouvoir calculer 
directement l’ordre de grandeur des dérivées et démontrer ainsi, d’une 
facon tout à fait élémentaire, la divergence de la série de Taylor. 
Posons u, = 2° , et soit 


| I 
(2) = — Ben, 


Un—s 
uy 


Il est facile de voir que dans la dérivée d’ordre u,_,-+ 1 de 9() le 


(1) J. Hapamarn, Essai sur l’étude des fonctions données par leur développement de 
Taylor (Journal de Mathématiques ; 1892). 
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premier terme qui subsistera sera extrêmement grand par rapport a 
tous les autres, et en calculant l’ordre de grandeur de son quotient par 
(u,_, + 1)! on verra que la série de Taylor ne peut pas être convergente, 
le module de = étant égal à l’unité. 

D'ailleurs, on sait comment, par un changement de variable clas- 
sique, on déduit d’une fonction définie sur le cercle de rayon ur une 
fonction périodique d’une variable réelle. D’autre part, il est clair que 
la recherche des fonctions périodiques d'une variable réelle qui 
admettent des dérivées de tout ordre sans être développables par la 
série de Taylor se ramène immédiatement à celle des fonctions de 
variable imaginaire admettant leur cercle de convergence comme cou- 
pure et convergentes sur ce cercle ainsi que toutes leurs dérivées. 

La considération des fonctions de variables réelles définies sur les 
courbes C, dont il a été question dans la première Partie, m’a conduit 
à penser que toutes les fonctions de variable réelle admettant des déri- 
vées de tout ordre dans un intervalle peuvent se mettre sous la forme 
de la somme d’une fonction périodique et d’une fonction holomorphe. 

Considérons, en effet, une série 


An 


wap 


ote vss D 


que nous supposons absolument convergente ainsi que ses dérivées 
pour les valeurs réelles de z, les points de l’axe réel pouvant être des 
points limites de points a. Désignons par « ceux des a dont la partie 


ae 3 ht ht "12 . 
réelle est comprise entre — > et + — et considérons la fonction 


VL 3— a. 
A )= x Dd cot ike. 


c'est une fonction de = admettant, ainsi que toutes ses dérivées, la pé- 
riode hr (A est un nombre réel quelconque). D'ailleurs, la fonction 
9(s) —)(s) est manifestement holomorphe pour toutes les valeurs 


% | x : SRE , At 

de = dont la partie réelle est inférieure à — en valeur absolue: en par- 
2 

ticulier, elle peut être représentée par une série ayant pour rayon de 


hr 
convergence Pes 


ee oe Re, 
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Le principal avantage qu’il y a à considérer des fonctions pério- 
diques, c’est que c’est seulement pour elles que la représentation par 
la série de Fourier est pratique lorsqu'on a des dérivations à effectuer. 
Une fonction telle que Ÿ(z) peut se mettre sous la forme d’une série 
de Fourier convergente ainsi que toutes ses dérivées, lesquelles repré- 
senteront les dérivées de la fonction. Notre fonction 9(z) se trouve 
ainsi mise sous la forme de la somme d’une fonction holomorphe et 
d'une série de Fourier, les dérivées de tout ordre de la fonction s’obte- 


nant en dérivant les séries terme à terme. C’est ce résultat que j’ai 


cherché à étendre, sans rien supposer sur la nature analytique de la 
fonction donnée 9 (z), laquelle admet des dérivées de tout ordre dans 
un intervalle donné. Si — x et + x sont les limites de cet intervalle, 
la condition nécessaire et suffisante pour que le développement en 
série de la dérivée soit la dérivée du développement de la fonction est 
que l’on ait 

AUS Cox 


“ 


Ce résultat est bien connu; mais, comme d’habitude, lorsqu'on 
considère des fonctions admettant des dérivées de tout ordre, on les 
suppose développables par la formule de Taylor, on est amené à 
l’énoncé suivant: les dérivées successives du développement repré- 
sentent les dérivées de la fonction sous la condition nécessaire et suffi- 
sante que la fonction soit périodique. Nous devons remplacer cette 
condition par celle-ci : les dérivées de tous ordres de la fonction 
doivent prendre la même valeur pour s = —7wets=+7. 

Nous sommes donc ramené au problème suivant : Trouver une 
fonction f(z) de la variable complexe z, holomorphe à l’intérieur du 
cercle de rayon = et telle que l’on ait, quel que soit x, 


LR) — PT) = 9 (z) — 9 (— 7). 


En effet, la fonction o(z) — f(z) = Ÿ(z) admettra des dérivées de 
tout ordre dans l'intervalle — x, + x et ces dérivées auront la même 
valeur pour 3 == x. Il est bon de remarquer que les dérivées dont il 
s’agit pour f(s) et, par suite, pour d(z) sont définies seulement 
pour = réel et, @ droite, pour s=— 7, à gauche pour :— +7; cela 
suffit, d’ailleurs, pour que l’on puisse appliquer en toute rigueur la 
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formule d'intégration par parties qui conduit au résultat rappelé 
pr) = 


Nous sommes ainsi ramené à chercher une fonction / (z) dévelop- 
pable en série de Taylor convergente pour 3 —+# ainsi que ses déri- 
vées, et telle que l’on ait 


(1) f(x) —f™ (— ®) = Cr, 


les C, étant des quantités réelles données. Si les C étaient imaginaires, 
on pourrait poser f(z) = f,(z) + 1/f:(2), f et f, étant réels. 


Pour simplifier nos équations, posons 
J(%3) = 8 (+) + 581(*), 


get g, étant des séries entières en 3’. Il est clair que les équations (1) 
permettent de calculer de proche en proche les valeurs des dérivées 
des fonctions g(y) et g,(y) pour y=1, de sorte que nous pourrons 
les remplacer par les deux systemes 


&'") (1) = Ga, Pad PV 


Il suffit d’indiquer comment on pourra résoudre l’un de ces sys- 
tèmes. 
La résolution du premier serait immédiate si la série 


De 
n! 
avait un rayon de convergence au moins égal à deux; il est clair, en 


effet, qu’en posant 
Ga 1)" 


n! 


ona 
8 (1) = Ga; 


d’ailleurs, d’après l'hypothèse faite, le développement de g(y) suivant 
les puissances croissantes de y que l’on déduit de la série précédente 
a un rayon de convergence au moins égal à un. 

Cette remarque est pour nous fort importante; il est clair, en effet, 


j 
=. 
2 
z 
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* que si l’on a deux fonctions h(z) et k(z) telles que l’on ait 


CAES 6 (NE 0 M2, 8 50) 
ANR Mr 0 0 em) 
si l’on pose 
G,=H,+ K,, 
on aura 
g(1) —G&,, 


en prenant 


§ (5) =h(z) +4 (5). 
Il en résulte que, pour résoudre les équations 
g'") (1) = Gn, 


il suffit de savoir les résoudre avec une certaine approximation. Suppo- 
sons, en effet, que l’on ait trouvé une fonction A(z) telle que l’on ait 


n! 


[AU (1) — G, | < on 


c étant une constante quelconque supérieure à deux; posons 


AO (1) — G, =K,. 


a 


fics K,Z 
La série > ET 
nt 


nous saurons donc résoudre les équations 


aura un rayon de convergence supérieur à deux; 


KONG) == Ky (RO 2m) 


Des lors la fonction g(s) — h(z) + #(z:) satisfera visiblement aux 
conditions données. 

Il nous suffit donc de trouver une fonction A(z) vérifiant, au moins 
à partir d’une certaine valeur de », les inégalités 


n! 


(n = | ee, 
PHARE 


Nous allons même montrer que l’on peut déterminer A(z) de manière 


à vérifier les inégalités 
[AG (1) — G, | <A, 


ho — EM. BOREL. 
A étant un nombre fixe; les inégalités précédentes seront alors vérifiées 


a fortiori au moins pour n suffisamment grand. 


Posons 
h(z) = Zuxz#. 
Ona 
Ai) (1) = LA(k—1)...(K—n+ 1) uy. 


Désignons par 
La + La+ V3. oe 


une série divergente & termes positifs décroissants, telle que la série 


. I 
soil convergente; on peut supposer, par exemple, æ, = =: 
Prenons maintenant la premiere de nos inégalités 


|A(1) — Go] <A. 


La série æ, + æ, +... étant divergente, nous pouvons prendre un 
nombre suffisant p, de termes à partir du premier pour avoir une 
somme dont la différence avec la valeur absolue de G, soit moindre 


qu'une quantité assignable 1. Nous avons 


A(t) = u+ ui + us +... 
Nous prendrons 


[a | = To 
Lay (=e, 

ee 
| Up, — Tps 


et nous choisirons le signe des uw conformément à celui de G,. 
Passons à la seconde inégalité 


[|A'(1) — G,J<A, 
Oona 
RO) = Uy + 2Ug+...+ Poly, +. 
Nous poserons 
G,— (U,+2Uy+.. vt Po uy,) = Gi; 


et nous prendrons dans la série des x, p, — p, termes suivant celui 


wee Se ee, ee a ee en 


Lt) 


LE, nb a)". à 
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dont le rang est p,, en choisissant le nombre Pp, de manière que la 

somme de ces termes diffère de moins de n de la valeur absolue 
y , . 

de G,. Nous poserons, m étant compris entre py et pr, 


m | nl = Lm, 


le signe des wu étant ici déterminé par le signe de G‘. 
Nous continuerons de même en passant à l’inégalité suivante; ona 


AN (1) = 2ug+ 2.3u3+...+(pi—i)piup +...3 


hous poserons 


G, = G, — [2u,+ 2.3u,+...+ (pi—1) Pi Uy, ], 


et nous prendrons dans la série divergente des +, p, — p, termes sui- 
vant ceux qui ont déjà été pris et tels que leur somme diffère de |G; 
d'une quantité moindre que 4; nous prendrons alors, m étant compris 
entre p, et Do, 


Cpe —— ©) |e = Lipp, 
les u ayant ici le signe de G,, et l’on aura 
(2g 230s... papier 1) up, — G,| <n. 


Nous continuerons de méme, de sorte que l’on a, m étant compris 
entre px_, et Pr 
m(m—t1)...(m—k-+1)|u,|=2,. 


Il est maintenant facile d’évaluer la différence 


AX) (x) a Gi. 
Nous pouvons écrire 


Rte) (1) =i+ Zine + nie ++ ty 


en désignant par Z les termes qui correspondent aux u dont l'indice est 
inférieur ou égal à p,, par 2, ceux dont l'indice est compris entre p, 
et Pris, tc. 


Nous avons déja 
|= Pas G,,| <n. 
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D'ailleurs on a visiblement 


Pn+i Pn+s = 
D J= mm 1). mn +1) | tn | = ae 
n+l 
Pn +1 Patt 
De méme 
Pn+2 
> .|= a 
AS KR) (m—n)(m—n—1) 
Pavitt 
On a donc 


à Lim D Tm-n 
DÉS n= 
Pn+1 Pr 
puisque les x décroissent quand leur indice croît. Le second membre 
Ln 
nr 


est inférieur à la somme M de la série convergente D et l’on a 


finalement 
[AG (1) —G,|<1+M. 


C'est le résultat que nous voulions obtenir. 

Ainsi, toute fonction d’une variable réelle qui admet dans un inter- 
valle donné des dérivées de tout ordre peut être représentée par la 
somme d’une série uniformément convergente, les séries obtenues en 
prenant les dérivées de ses termes étant aussi uniformément conver- 
gentes et représentant, par suite, les dérivées de la fonction. Cette 
série est de la forme 


X(A;,3“ + B, cosks + Cy, sinks), 


et les expressions £" A,, £” B,, &”C; tendent vers zéro lorsque # augmente 
indéfiniment quel que soit le nombre fixe x. On voit que la conver- 
gence de ces séries est assez rapide. 

La méthode que nous avons employée pour résoudre avec une 
approximation donnée un système d’une infinité d’équations à une 


infinité d’inconnues s’applique à tout système à coefficients réels de 
la forme 


n—=@o 


(A) += 
> alu; SA, LED Se hg al sale 


n=1 
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dans lequel nous supposons que l’on a, sous la condition # > 4, 


() 
ain > Ons 
b, augmentant indéfiniment avec n. 

En effet, il résulte de cette dernière hypothèse que l'on peut trouver 
des quantités positives æ, satisfaisant aux conditions suivantes : 

1° La série Xx, est convergente et a une somme inférieure à un 
nombre donné à l’avance € ; 

2° La série 2b,x, est divergente, mais chacun de ses termes est 
inférieur à €. 

I] suffira des lors d'opérer comme précédemment, la série Lb, x, 
jouant ici le rôle que jouait tout à l’heure la série Lx, et l’on verra 
que les équations peuvent être résolues avec l’approximation 2e, par 
l'emploi de cette série. 

Cette méthode est surtout intéressante dans le cas où l’on sait, 
comme dans l’exemple traité plus haut, résoudre les équations pour 
des valeurs suffisamment petites des A. Il est clair, en effet, qu'il 
suffit alors de savoir les résoudre avec une certaine approximation 
pour savoir les résoudre exactement en général. 

Considérons, par exemple, les équations 


no 


Wot eed, _ 
Vi ah un Ap Chieti g Os co), 


n=1 


dans lesquelles nous supposons que a, augmente indéfiniment avec n; 
les conditions requises sont alors vérifiées. D'autre part, il est facile 
de résoudre ces équations lorsque les A sont finis. Soit en effet 


NS Cy =i Cys + Co? +... 


une fonction entière admettant pour zéros les quantités a,, a,, ..., 
Qn» +++3 posons 
ACS ae 


Z — an 


CAC ER ta sc 
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On a visiblement 


8! (Gn) Un= Cy Ag+ ef Ai+...; 


si l’on suppose : 
1° Que les séries écrites dans les seconds membres sont absolument 
convergentes ; 
2° Que les séries doubles que l’on obtient en substituant ces valeurs 
des u, dans les équations proposées sont absolument convergentes. 
Siles A sont finis, ces conditions sont vérifiées sous la condition 
a} 
o! (a 


que la série > AS 
pouvons remplacer g(z) par g(z)0(z), 0(z) étant une fonction en- 
tière, g’(a,) est remplacé par g’(a,)9(a,) et l’on voit qu'il suffit de 
prendre pour 0(z) une fonction croissant assez rapidement pour que 


la série 


soit convergente quel que soit l’entier A; cela est toujours possible. 
Donc on saura résoudre d’une manière générale les équations con- 
sidérées. Prenons, comme exemple, le système 


soit convergente quel que soit 4. Or nous 


h 
an | 


g' (Gn) O(a») 


Rte tanh; 
î 1 — 
ZE DD, 


que l’on rencontre lorsqu'on exprime que la série 
E ancosnx + b,sinnæx, 


a, ainsi que ses dérivées, des valeurs données pour x = o. En prenant 
pour inconnue nb, au lieu de b, on a ici deux systèmes auxquels on 
pourrait appliquer les méthodes précédentes pour les résoudre d’abord 
avec une certaine approximation, ensuite exactement. On voit ainsi 
qu'il y a des solutions quels que soient A, et B,, c’est-à-dire que l’on 
peut trouver une fonction périodique d'une variable réelle x admettant 
des dérivées de tout ordre, ces dérivées ayant des valeurs quelconques 
données pour æ = O, 

On peut procéder d’une manière un peu différente pour résoudre le 


| 
4 
} 

4 
: 
1 


OT 


NE Ve 
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système considéré, dans le cas où la série 


— Ap 2 B, 2p+ 
(r= > aie Ge ye ‘| 


a un rayon de convergence égal ou supérieur à +. Si cette fonction &(x) 
était périodique, il suffirait de lui appliquer les formules de Fourier 


pour avoir a, et b,. Supposons qu’elle ne le soit pas et considérons la 
fonction 


Y(z)=e “6(x), 
0(x) étant aussi une série entière. Il est facile d’écrire les égalités 
b(t) + pin) = Y(— 7) + 9(—7), 
CO ECR i= i= 1) o (=n), 


CC eee 


Ces égalités permettent de déterminer la fonction 0(x) de la même 
manière que des égalités analogues nous ont permis de déterminer 
plus haut la fonction que nous appelions /(z). Dès lors on voit que la 
fonction 


g(z)+e *0(æ) 


ayant des dérivées égales pour 2 = se développe en série de Fourier 

de la même manière que les fonctions périodiques, c’est-à-dire de 

façon que les dérivées du développement représentent les dérivées de 

la fonction. Pour x =o celles-ci sont précisément égales aux dérivées 
a! 


de g(x), puisque les dérivées de e *0(x) sont toutes nulles. On a 
donc ainsi obtenu des solutions des équations 


EnPa,—=A;, noel D; 


Indiquons enfin que l’on obtiendrait des solutions, qui ne seraient 
certainement pas identiquement nulles, des équations 


Abd, = 0, et 0, 


en déterminant les fonctions &(x) et Ÿ(x) de manière que la fonction 


F(x)=e “o(x)+e * (zx) 
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ait des dérivées égales pour æ =+ +. On peut se donner  arbitraire- 
ment et chercher Ÿ par le procédé déjà employé. On prendra ensuite 


+ TT 
cal F(z) cosnx dx, RE F(x)sinnz dx. 
—T —T 


On voit combien est grande la multiplicité des solutions, résultat 
qui concorde d’ailleurs tout à fait avec les recherches déjà citées de 
M. Poincaré sur la résolution d’une infinité d'équations linéaires à une 
infinité d’inconnues. 

Voici enfin une dernière application de la résolution du système 


(1) an? aa As. 


Ces équations expriment que la série 


a 
oe) Sie? 


développée suivant les puissances croissantes de z, prend la forme 
Aga As 4+. Apes? os 


Or on peut supposer que cette derniere série représente une fonction 
holomorphe à l’intérieur d’un cercle ayant pour centre l’origine, ou 
même dans tout le plan; il suffit d’avoir convenablement choisi les A. 
Il est clair que cette fonction n’a aucune relation avec la fonction 9(3), 
laquelle admet des points singuliers se rapprochant de plus en plus de 
l’origine. Leur seul point commun, c’est qu’elles ont toutes leurs dé- 
rivées égales pour z = 0, la dérivée de 9(s) n'étant pas définie, bien 
entendu, suivant une direction issue de ce point. 

Ainsi on peut à toute fonction holomorphe faire correspondre une 
fonction, et même une infinité, du genre de 9(); d’ailleurs les mêmes 
relations ont lieu entre ces fonctions qu'entre les fonctions holo- 
morphes correspondantes; mais la correspondance n’est pas univoque 
puisqu’a une fonction 9(z) correspond une seule fonction holomorphe 
(et quelquefois aucune, si la série est divergente), tandis qu’à toute 
fonction holomorphe correspond une infinité de fonctions 9(z). 

On voit par cet exemple (dont des cas particuliers avaient été 
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signalés par M. Pringsheim) que la somme de séries de Taylor dont le 
rayon de convergence tend vers zéro peut avoir un rayon de conver- 
gence fini (ou même infini); mais alors ele n’a plus aucun rapport avec 
la somme des fonctions que représentaient les séries. On comprend bien 
pourquoi; et il est certain que si le même phénomène peut se produire 
pour des séries dont le rayon de convergence a une limite inférieure R 
autre que zéro, la somme ne coincidera pas nécessairement au dela 
du cercle de rayon R avec la somme des fonctions que représentaient 
les séries (sauf dans les régions où le prolongement analytique direct 
est possible). 


CONCLUSION. 


Le but de ce travail était de montrer qu'il existe des fonctions inté- 
ressantes et ayant des propriétés simples, en dehors des fonctions ana- 
lytiques proprement dites (définies en tous les points du plan par des 
développements de Taylor, qui se prolongent mutuellement). La plupart 
des travaux faits jusqu’icisur les fonctions non analytiques, aussi bien 
les travaux sur les fonctions à espace lacunaire que sur les fonctions 
non analytiques d'une variable, étaient faits dans le but de découvrir 
à ces fonctions des propriétés compliquées ou, plutôt, de rechercher 
jusqu’à quel degré de complication pouvait conduire l’idée de fonc- 
tion, lorsqu'on lui imposait peu ou point de restrictions. Certaines des 
recherches faites dans cette voie sont d’ailleurs fort intéressantes et 
ont puissamment contribué à donner de la netteté et de la rigueur aux 
raisonnements de l’analyse. Mais il semble qu’on ne se soit pas souvent 
proposé d'étudier celles des fonctions non analytiques qui sont les plus 
simples et de rechercher leurs propriétés générales. Aussi connait-on 
bien peu de propriétés aux fonctions non analytiques; on peut même 
affirmer qu'elles ont bien peu de propriétés communes, car, une pro- 
priété étant donnée, un analyste habile saura souvent fabriquer une 
fonction ne la possédant pas; c’est ainsi que l’on à construit des 
fonctions continues n’admettant pas de dérivée, ou admettant une dé- 
rivée seulement pour des valeurs commensurables de la variable. 
Parmi les propriétés communes à toutes les fonctions de variable 
réelle, on ne peut guère citer que le théorème de M. Darboux sur 
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l'intégration et le théorème de M. Weierstrass sur la représentation 
par une série de polynomes. En restreignant la généralité des fonctions 
employées, on a la théorie des séries de Fourier. 
Mais le grave inconvénient de ces modes de représentation très géné- 
raux, c’est que, lorsque la fonction a une propriété simple, cette pro- 
priété n’apparait pas sur le développement; il suffit de citer le déve- 
loppement de æ en série trigonométrique. J'ai montré comment, par 
l'addition d’une fonction holomorphe convenable, on pouvait s’ar- 
ranger de manière à n’employer que des développements de Fourier 
dont les dérivées représentent les dérivées des fonctions, lorsque 
celles-ci en possèdent. Il est inutile d'indiquer quels peuvent être les 
avantages de l’emploi exclusif de tels développements. Nous avons 
ainsi une représentation analytique bien déterminée pour les fonc- 
tions de variable réelle admettant des dérivées de tout ordre, expres- 
sion analytique qui met en évidence l'existence des dérivées et permet 
de les calculer. De plus, on peut ainsi poser d’une façon précise la 
question de savoir à quelles conditions la formule de Taylor s'applique 
aux fonctions de variables réelles, car on a une expression générale 
des fonctions admettant des dérivées de tout ordre et qui sont les 
seules auxquelles elle est susceptible de s'appliquer; la résolution de 
cette question nécessiterait des recherches dans le genre de celles de 
M. Hadamard, mais il est clair qu’en transformant simplement la con- 
dition fondamentale, que le reste de la formule de Taylor limitée doit 
tendre vers zéro, sans se donner une représentation analytique pré- 
cise de la fonction, on ne peut aboutir qu'à de simples tautologies. 
D'ailleurs ces diverses fonctions n’ont peut-être pas de l’intérté 
seulement pour les analystes. Il semble qu’elles peuvent fort bien jouer 
un rôle considérable en Physique, où on ne les a pas introduites 
jusqu'ici simplement parce qu’elles n'étaient pas connues (ou du 
moins peu connues). On voit bien en effet, si l’on considère une 
fonction définie physiquement, par exemple la fonction qui exprime 
l'indice de réfraction au moyen de la longueur d’onde, on voit bien les 
raisons, un peu vagues et de sentiment, il est vrai, qui conduisent à 
admettre que cette fonction admet des dérivées de tous les ordres. Mais 
ce que, pour ma part, je ne vois pas du tout, c’est la moindre raison 
plausible pour admettre que la formule de Taylor s'applique à cette 


. 
L 


né. that, 
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fonction de variable réelle. La formule de Taylor joue un grand rôle 
dans la théorie des fonctions d’une variable imaginaire; il n’est pas 
question de lui enlever ce rôle, bien que son importance ait peut-être 
été parfois exagérée; mais ce qui est malheureux, c’est que cette idée 
acquise dans l’étude des fonctions d’une variable complexe, que la 
série de Taylor est valable pour toute fonction qui a des dérivées bien 
définies dans un domaine, se soit imprimée dans l'esprit au point de 
faire corps avec lui et apparaisse comme une notion aussi simple que 


_ la notion de continuité, pour les fonctions de variable réelle que l’on 


rencontre en Physique. 

Il est bien entendu que l’on peut user des formules que l’on veut 
comme formules d’approximation; mais souvent on cherche à tirer des 
conséquences théoriques de la forme d’une formule, formule qui a été 
obtenue en supposant gratuitement que la série de Taylor s’appliquait 
à une fonction physique. 

Il est d’ailleurs aisé de se rendre compte combien il est peu pro- 
bable, au contraire, que la formule de Taylor soit applicable aux 
fonctions que l’on rencontre en Physique. Si l’on cherche, en effet, à 
exprimer le potentiel d’un corps formé d’un très grand nombre de 
molécules, on obtient une somme de la forme 


Mm; 


pere a@;)? + (y — bi} + (4 a 


On se rapprochera le plus possible de l'hypothèse moléculaire, en 
supposant le nombre des molécules infini, la masse et le volume de 
chacune d’elles restant finis ainsi que la masse totale. La série qui 
représente V(a, y, 2) est alors tout à fait analogue aux séries que 
nous avons considérées dans la premiere Partie de ce travail; on verra 
qu il existe, même au milieu des molécules, des surfaces continues sur 
lesquelles la série est absolument et uniformément convergente, etc. 
Il est clair que, si l’on écrit des équations quelconques relatives à un 
corps solide ainsi compris, les fonctions de variable réelle qui pourront 
en résulter seront analogues à ces fonctions définies sur les courbes C, 
dont nous avons dit un mot à la fin de la première Partie. 

On pourrait, comme autre hypothèse sur la structure des solides, 
considérer la densité en chaque point comme définie par une fonction 
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de la forme V(x, y, =). Il est facile de voir que la masse pourrait rester 
finie, bien qu'il y ait en une infinité de points une densité infinie ; 
ces points joueraient le rôle des molécules. 

Il est d’ailleurs évident que toutes ces hypothèses ne peuvent avoir 
la prétention d’être exactes; mais l’essentiel, en Physique mathéma- 
tique, c’est que l’on puisse bâtir un groupe de théories mathématiques 
ayant avec un groupe de phénomènes un certain nombre d’analogies 
grâce auxquelles on peut en découvrir d’autres. Cela suffit pour que 
la théorie soit utile. Or il ne serait pas bien difficile de choisir les 
coefficients de la fonction 


m; 


V(x,7,:)=— > (f= aryl GP ci) 


supposée représenter la densité d'un corps solide, pour que les sur- 
faces sur lesquelles cette densité est finie et est la plus faible soient des 
plans parallèles à une certaine direction, ce qui correspondrait à la 
notion des plans de clivage; si l’on suppose, par exemple, que les a;, 
b;,¢; prennent toutes les valeurs rationnelles, tous les plans dont les 
coefficients de direction sont proportionnels à des nombres entiers et 
passant par des points convenablement choisis, sont des plans sur les- 
quels la densité est finie; mais cette densité est d’autant plus forte, 
si les» sont convenablement choisis, que les nombres entiers auxquels 
sont proportionnels les coefficients de direction sont plus élevés. 

Je n’insiste pas sur ces idées, qu’on pourrait rattacher aux recherches 
de M. Cantor sur le mouvement continu dans un espace discontinu, et 
je me contente de répéter ce qui n’est pas hypothétique : c’est que, 
aucune démonstration n'ayant jamais été donnée du fait qu’on peut 
appliquer la formule de Taylor aux fonctions qu'on rencontre en Phy- 
sique, on n'a pas le droit de s’en servir, même si l’on suppose l’exis- 
tence des dérivées de tous les ordres. J'ajoute qu’il est évidemment 
impossible de décider par l'expérience si la série de Taylor s'applique à 
une fonction expérimentale. 


NOTE. 


Nous nous sommes appuyés (p. 26) sur ce lemme que, si l’on 
a une infinité d’intervalles partiels donnés sur une droite, dont la 
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somme est inférieure à un intervalle total également donné, il existe 
au moins un point de l'intervalle total n’appartenant à aucun des inter- 
valles partiels. Il est d’abord clair que, s’il y a sûrement un tel point, 
il en existe une infinité non dénombrable, car, s’il y en avait une 
infinité dénombrable, on pourrait les enfermer dans des intervalles 
dont la somme serait aussi petite que l’on veut et pourrait être choisie 
de manière que, en ajoutant ces intervalles à ceux qui sont déjà donnés, 


en eS 


4 on ait une somme inférieure à l’intervalle total; il devrait donc y avoir 
À un point de la droite n’appartenant à aucun de ces intervalles. 

4 De plus, on peut supposer que l’on entend par point appartenant à 
2 l'intervalle tout point compris entre les extrémités et ne coincidant 
7 pas avec elles; car il est possible d’agrandir chaque intervalle, par ses 
4 deux extrémités, d’une fraction suffisamment faible de sa propre lon- 
; gueur pour que la somme des intervalles reste inférieure à l'intervalle 
E- 


total. Il est clair qu'après cet agrandissement les points intérieurs aux 
anciens intervalles et leurs extrémités sont intérieurs aux nouveaux 
intervalles au sens restreint du mot. 

On peut considérer ce lemme comme à peu près évident; néan- 
4 moins, à cause de son importance, je vais en donner une démonstration 
E reposant sur un théorème intéressant par lui-même ; il en existe 
| d’autres démonstrations plus simples. Voici ce théorème : S l’on a sur 
une droite une infinité d’intervalles partiels, tels que tout point de la droite 
soit intérieur à l’un au moins des intervalles, on peut déterminer effective- 
ment un NOMBRE LIMITÉ d’intervalles choisis parmi les intervalles donnes et 
ayant la même propriété (tout point de la droite est intérieur à au moins 
l’un d'eux). Il est bien entendu que le mot intérieur est toujours pris 
‘ dans le sens restreint qui exclut les extrémités; il est aisé de s’assurer 
que, sans cela, le théorème ne serait pas vrai. On pourrait démontrer 
directement que tout point de la droite est nécessairement à l’intérieur 
d’un intervalle de rang limité (en supposant les intervalles numérotés 
suivant une loi quelconque), mais la démonstration suivante paraît 
être davantage dans la nature des choses. 

Partons d’une extrémité A de la droite, soit A,B; un des intervalles 
qui comprennent le point A; soit de même A,,B,, un des intervalles 
qui comprennent le point B;, A; B; un des intervalles qui comprennent 
le point B,, etc. Nous supposons, bien entendu, que A désigne tou- 


ne! 
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jours Vextrémité gauche des intervalles, B l'extrémité droite. Les 
points B;, B;, B;,..., s’ils n’atteignent pas l’extrémité B de la droite, 
ont une limite B;, et ce point est compris dans un intervalle A;,,,B;,. 
tel que A;,, tombe, par exemple, entre B,,_, et B;,; nous pourrons alors 
ne pas tenir compte des intervalles A;,,,B,,,,, et nous aurons tout de 
même une suite ininterrompue d’intervalles sur la droite. Nous conti- 
nuerons de même, en passant à la limite lorsque cela sera nécessaire 
et montrant alors qu’on peut conserver seulement un nombre fini des 
intervalles déjà considérés. Je dis que nous atteindrons nécessaire- 
ment l'extrémité B de la droite, car, si on ne l’atteignait pas, on défi- 


nirait une série d’intervalles ayant pour extrémités 


B;,, B;., ery B; , B;, eee Bis …., Bie, ere 


les indices étant tous les nombres de la seconde classe de nombres 
(définis par M. Cantor). Mais ces indices sont aussi dans un certain 
ordre, les nombres naturels, en tout ou en partie. C’est la une contra- 
diction puisque la seconde classe de nombres constitue un ensemble 
de seconde puissance. 

Ainsi on arrivera nécessairement, en employant le procédé régulier 
indiqué, à déterminer effectivement un nombre fini d’intervalles qui 
recouvriront toute la droite. On voit que le principe de la démonstra- 
tion repose sur ce que À;,., est nécessairement à gauche de B; et ne 
peut pas coincider avec B;,, ce qu'on ne pourrait affirmer si le mot 
intérieur s’étendait aux extrémités; il est d’ailleurs facile de voir 
directement que le théorème n’est pas vrai dans ce cas. 

Il est clair qu'il en résulte immédiatement que, dans le cas où tout 
point de la droite appartient à l’un au moins des intervalles, leur 
somme est plus grande que la longueur de la droite, puisqu’un nombre 
fini suffit pour la recouvrir. Notre lemme est précisément cette propo- 
sition énoncée sous forme négative. Parmi les conséquences qui s’en 
déduisent immédiatement on peut citer celle-ci : Si u, désigne un 


Le vs u . 
nombre positif tel que la série à 7 soit convergente, on peut trouver 


dans tout intervalle une infinité de nombres irrationnels Ë, tels que 
l'inégalité 
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ne puisse être vérifiée que pour un nombre fini de fractions Z à termes 
4 


entiers. Si, au contraire, on supposait w, — 1, € étant quelconque, 
toutes les réduites de son développement en fraction continue vérifie- 
ralent cette inégalité. On peut faire à ce dernier cas une application 


curieuse de notre théorème : si l’on entoure tout nombre rationnel ? 
q 


d’un intervalle égal à = et dont il occupe le milieu, tout nombre irra- 


tionnel appartient à un nombre illimité de ces intervalles; mais, si 


, : : A . : 
l’on se borne aux fractions 7 irréductibles, tout nombre rationnel 


’ 2 \ Q 7 . , . 
n appartient qu'à un nombre limité; considérons toutes les fractions 


L , irréductibles ou non, comprises entre o et 1 (q varie der à l’infini et 


petdeoa q); alors tous les nombres rationnels et irrationnels ap- 
partiennent à une infinité d’intervalles. On en conclut aisément, en 
procédant comme dans la démonstration précédente, qu’il est possible 
de classer toutes ces fractions en une infinité de Tableaux, en compre- 
nant chacun un nombre fini et tels que £ étant un nombre quelconque 
compris entre o et 1, il y ait dans chaque Tableau une fraction au 
moins et deux au plus vérifiant l’inégalité 


Cette proposition est assez curieuse, parce qu'il existe entre les 
divers nombres irrationnels des différences très grandes au sujet de 
la manière dont augmentent les termes des réduites de leurs dévelop- 
pements en fraction continue. Cette notion joue même un grand rôle 
dans l’étude de la fonction citée à la fin de la premiere Partie, 


Nous avons déjà dit que la série est convergente (absolument et 
uniformément) sur la ligne æ —Ë, si § est un nombre irrationnel tel 
que les quotients ns de son développement en Den con- 


tinue sont tous inférieurs à un nombre fixe N. Soit, en SCT 0, une 
a 
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réduite; on sait que l’on a 


US pe Ps 
Qn é | = Qn Qn+e 
Or 
Pr Pris | __ | FR xs 1 = Qnse— Qn Ë 
Q, Q + AT Qn Qn+1 Qn+i Qn+2 Q, Qu+1 Qnie 


Or, d’après nos hypothèses, on a Qu < NO,» Quss NO; Gone 


D'ailleurs, g étant compris entre Q, et Q,.,, ona 


eS bee ae 
NPQ! ” Nig? 


rc 


=| eee 
One 


On en conclut que le module du terme 


en" 
DT aw 2 
= n 


est, la partie réelle de a étant égale à © inférieur à 


N3 


n° LA 


Il y a d'ailleurs n® termes correspondant à la même valeur de 7; la 
série des modules a donc une somme inférieure à celle de la série très 


convergente 
Dre 
AT V7 ne". 
N?—1 


La série serait aussi convergente si le nombre & était tel que chaque 
quotient incomplet soit inférieur à une puissance déterminée du déno- 
minateur de la réduite précédente. Mais supposons que tous les quo- 
tients incomplets (ou seulement une infinité d’entre eux) soient égaux 
à l’entier immédiatement supérieur a e®, Q, étant le dénominateur de 
la réduite précédemment formée; on aura 
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Or 


et l’on voit que, pour z = § + if. le terme 
n 


e-On 

Ps ibn 

RO: 
devient supérieur à Q%. Il n’est donc pas possible que la série soit con- 
vergente s'il y a une infinité de telles valeurs de Q,. 

On sait, depuis Liouville, que les nombres irrationnels, qui peuvent 
ainsi être approchés par des nombres rationnels avec une approxima- 
tion beaucoup plus grande que ne l’indique la théorie des fractions 
continues, ne peuvent être algébriques. La série considérée est done 
convergente, en particulier pour tous les nombres algébriques. 

Signalons enfin que l’on pourrait trouver des nombres irrationnels 
définissant des lignes sur lesquelles la série serait convergente, mais 


non toutes ses dérivées; il suffirait, par exemple, de prendre pour 
Qn 

chaque quotient incomplet la partie entière de e", Q, étant le dénomi- 
nateur de la réduite précédemment formée, et À un nombre entier 
arbitraire ; la fonction admettrait des dérivées sur la ligne considérée 
jusqu’à l’ordre 2 exclusivement. 

Enfin il est clair que toutes ces propriétés ne dépendent que de la 
manière dont se comporte à l'infini la fraction continue représentant 
le nombre; on peut donc disposer des premiers termes pour le rendre 


aussi voisin que l’on veut de tout nombre donné. 


XN 
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SUR LES 


SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES, 


Par M. LELIEUVRE, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE ROUEN. 


INTRODUCTION. 


1. Soit une famille de lignes unicursales G, dépendant d’un para- 
mètre w; les coordonnées d’un point de cette ligne sont des fonctions 
rationnelles d’un paramètre 4, choisi de telle sorte qu’à un point de 
l’une de ces lignes correspond en général une valeur et une seule de 
ce paramètre; dès que les coordonnées sont ainsi exprimées ration- 
nellement en fonction de ¢, nous convenons de dire que les lignes G 
ou w= const. sont divisées homographiquement par les lignes ¢ = const. 
tracées sur la surface S engendrée par elles quand w varie. 

Nous nous sommes proposé la détermination de certaines familles 
de lignes tracées sur la surface S et définies par une équation diffé- 
rentielle du premier ordre entre u et ¢, de la forme 


(1) Apt’ Ayt'™—-t +. bs + Am 0, 
r désignant la dérivée oe, et A,, A,,-.., À, étant des polynomes en- 


tiers en ¢, à coefficients fonctions de uw. D’ailleurs, la transformation 


homographique générale effectuée sur ¢ 


_ &&+6 
— Cy b+ By 
ramène le degré des polynomes A successifs à augmenter de deux 
unités quand l'indice de A augmente d’une unité. Nous étudierons les 
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conjuguees des génératrices G, leurs ¢rajectoires orthogonales, ou en- 
core les lignes minima, asymptotiques, ou de courbure de la surface S : 
l'équation (I) est alors du premier ou du second degré par rapport à #'. 
Le problème proposé se ramène à l’intégration de (1). On sait que 
cette intégration est facilitée : 1° par la présence de facteurs communs 
aux coefficients À ; 2° par l’existence de racines multiples, par rapport 
à 4, du discriminant de (I), considérée comme équation entière par 
rapport à @’; 3° par celle de solutions singulières de cette équation. 


2. Notamment, il y a lieu de considérer le cas où l’intégrale générale 
de l’équation (I) n’a que des points critiques fixes. On sait qu'il est 
d'abord nécessaire pour cela que A, divise tous les autres coeffi- 
cients A, de sorte que l’on peut alors ramener l’équation à la forme 
que nous appellerons normale, dans laquelle A, est indépendant de £, 
A, au plus du second degré, et généralement, quel que soit p, A, du 
degré 2p au plus, par rapport à 4. Nous devrons donc d’abord re- 
chercher les conditions à remplir par les génératrices G pour que 
toutes les racines de A, appartiennent aux coefficients suivants. Si 
l'équation (I) est du premier degré en 2’, c’est alors une équation de 
Riccati, facile à intégrer dès qu’on en connait une solution particu- 
lière. Si l'équation (1) est du second degré en ¢’, d’autres conditions 
sont nécessaires; les points critiques sont fixes : 1° quand le discri- 
minant est un carré parfait; l’équation se décompose en deux équa- 
tions de Riccati; 2° quand il a une racine double, et les deux autres 
solutions singulières ; 3° quand il a quatre racines solutions singulières. 

Dans ces deux derniers cas, comme le discriminant a toujours au 
moins trois racines distinctes, on peut, par une transformation homo- 
graphique effectuée sur la variable ¢ et déterminée algébriquement, 
les ramener à être constantes, égales par exemple à 0, «et r. Alors 
l'équation résolue devient, T étant la nouvelle variable, 


T'=aT+B8T+y+OVT(T—1)(T—a) (a fonction de w). 


Dans le cas ot les quatre racines du discriminant sont des solutions 
singulières distinctes, les trois premières 0, æ et 1 doivent done an- 
nuler «T?+ $T+ y, qui est, par conséquent, identiquement nul; 
d’où il suit que la quatrième solution singulière T =a est constante, 
et par conséquent les variables se séparent. 


4 
5. 


i ere 
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« 


Dans l’autre cas, a doit être égal à l’une des trois autres racines : 
on peut supposer a — 1; «T°? + BT + y admet les deux autres qui sont 


solutions singulières; donc il se réduit à BT et l’équation résolue 
devient 


ST EOtb aT: 


La transformation T= 0? la ramène à deux équations de Riccati 


qui ne diffèrent que par le signe de 0. 


3. On a signalé depuis longtemps des exemples dans lesquels la 
détermination de familles de lignes énumérées ci-dessus se ramène à 
intégrer l'équation de Riccati. Citons parmi les plus connus celui de la 
seconde famille d’asymptotiques d’une surface réglée, des trajectoires 
orthogonales d’un système de cercles, des conjuguées d’une série de 
coniques ayant deux enveloppes, etc. 

Dans la première Partie de ce travail, nous indiquons d’abord com- 
ment les plus simples et les plus connus de ces résultats pouvaient 
être prévus presque sans calculs et nous appliquons ces considérations 
préliminaires à l’étude des lignes de courbure des surfaces réglées et 
cerclées. 

Dans la seconde Partie, en supposant que l’équation (1) définisse 
une des familles de lignes énumérées ci-dessus, nous exposons une 
méthode générale de recherche des conditions d'existence, sur la sur- 
face S, d'un lieu ¢= (wu), tel que g(u) soit racine commune des 
coefficients de l’équation (1), ou racine multiple de son discriminant, 
ou solution singulière. Nous commençons par montrer l'esprit de la 
méthode sur l’exemple simple des trajectoires orthogonales d’un sys- 
tème de lignes planes, puis nous appliquons la méthode générale à 
l'équation des conjuguées des génératrices G et à celle des asympto- 
tiques de la surface S qu’elles engendrent. 

La troisième Partie est consacrée à l’application des résultats précé- 
dents à la recherche des familles de lignes unicursales planes et de 
cubiques gauches divisées homographiquement par leur conjuguées, 
et à l'étude des lignes asymptotiques de la surface S correspondante. 
Dans le cas où les lignes G sont planes, la transformation de Laplace 
nous permet de rapporter immédiatement la surface S aux lignes G et 
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à leurs conjuguées, et son application répétée donne des solutions du | 
même problème, dans le cas où la génératrice G est gauche. 
Notations employées. — Nous déterminerons un point de la généra- 
trice G soit par les coordonnées cartésiennes rectangulaires æ, y, ; 
soit par des coordonnées homogènes æ,, 2, L3, æ, définies par la for- 
mule générale 
pa al + bem... + li (i= Ha) 


Un plan tangent à S sera déterminé soit par ses coordonnées ordi- 
naires J, m,n, soit par des coordonnées homogènes v;(i=1,2,3,4) ("). 

Les dérivations par rapport à u seront généralement indiquées par 
la notation à accents. 

Le déterminant 


a ob in 
a2 b, Le 
An De iB 


Beta Tepresente DAT) Ge D, Cris ay Ci. 


PREMIERE PARTIE. 


ile 
GENERALITES. 


§ 1. — Interprétation géométrique de la forme normale de l'équation (1). 


{. Supposons que la génératrice G n’ait pas de points de rebroussement 
(sauf peut-être pour certaines valeurs particulières de w); par consé- 


(1) Nous supposerons p fonction de w seul, et les » exprimés (à un facteur près, fone- 
ox 0 


tion de x seul) par les déterminants lz 7 L formés avec les coordonnées ponctuelles 


homogènes x prises trois à trois. 


a 
S 
3 
4 
4 = 
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£ rh, ; 0x; : $ : 
quent, les quatre dérivées partielles >, ne sannulent pas à la fois pour 


_ une même valeur de 2, quel que soit u. Supposons aussi que la généra- 


trice G n’ait pas d’ pe c’est-à-dire que les quatre ALES P; 
du plan tangent à S n’aient pas non plus de racine commune, quel que 
soit uw. Considérons la famille E de lignes tracées sur S et définie par 


l'équation 
Aydt” EN; dt?“ du +-...+ A,,du™=0, 


dans laquelle je suppose les polynomes A premiers entre eux. Le lieu 
géométrique des points de S en chacun desquels du =o le long d’une 
des lignes E qui y passent est donc défini par A, = o. Par conséquent, 
il faut et il suffit, pour que l’équation soit normale, que ce lieu se 
compose de génératrices G, uw = const. 

Mais en un pareil point (supposé ramené à distance finie) dont les 
coordonnées cartésiennes sont æ, y, z, les projections du déplacement 
sur une ligne qui y passe sont 


Ox Ox oy dy Os 0s 
ee ae er BE dt, aa du + 91 0 D he ears dt, 
qui se réduisent, pour du = 0, à 
| Ox oy Os 
or dt, ry dt, 5 dt, 


expressions non illusoires puisque, par hypothèse, G n’a pas de rebrous- 
sement. Donc le déplacement est tangent à G. 


Réciproquement, il ne peut en être ainsi que si du = o, car, par 


= dx : OY. Oy 03 , 02 
hypothèse, les trois rapports 57 : op? AT OE TT Bes sont pas 


égaux au point considéré, le sae tangent à S y étant bien déterminé. 
On a donc le théorème suivant : 


TuéorèmE. — St la génératrice G n'a ni rebroussement, ni enveloppe, 
il faut et il suffit, pour que l'équation de la famille E soit normale, que 
le lieu des points de contact d’une génératrice G avec une ligne E soit 
formé de lignes G, u = const. 


2. Le raisonnement fait pour établir ce théorème devient insuffisant 
si G a un rebroussement ou une ligne enveloppe. Et, en effet, il peut 
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arriver alors que, l’équation de la famille E étant normale, il y ait 
cependant un lieu de points de contact d’une ligne E avec une généra- 
trice G qui ne soit pas formé de lignes u = const. Par exemple, consi- 
dérons la famille plane de paraboles définies par les coordonnées 


æ=a+2Rét, y=R(i+#), 
R étant constant et a fonction de w. Ona 
dx = a'du + 2Rdt, dy = 3K di. 


La droite y =R est une enveloppe de ces coniques, ¢ =o. Sup- 
posons que la famille E soit définie par l’équation 


dt = (at?+ Bt-+ y) du. 
On aura donc sur toute ligne E, le long de = 0, 


dz =(a'+2Ry) du, 
av ©. 


Done, si a’+ 2Ry est 40, on peut affirmer que l’enveloppe ¢ =o 
est un lieu de points de contact d’une génératrice et d’une ligne E, 
et cependant l’équation différentielle de la famille E est normale. 

Nous allons maintenant appliquer le théorème précédent à quelques 
exemples simples. 


§ 2. — Applications. 


1° Les génératrices rectilignes G d’une surface gauche S n’ont ni 
rebroussement ni enveloppe. Considérons la famille E de leurs ¢rajec- 
toires orthogonales; si une génératrice G est tangente en un point à 
sa trajectoire orthogonale, elle est isotrope en ce point, et, par suite, 
en tous ses points; donc le lieu des points de contact d’une généra- 
trice G et d’une ligne E est formé des génératrices isotropes de la 
surface. Par conséquent, l'équation différentielle de la famille E doit 
être une équation de Riccati. On voit de même que l'équation diffé- 
rentielle des lignes minima de S doit être normale. Soit encore la 
seconde série de lignes asymptotiques de S. Si l’une d’elles est tan- 
gente à une droite G en un point, cette droite G est une droite para- 
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bolique de la surface S, et le contact entre elle et l’asymptotique a 
lieu en tous ses points; donc l’équation différentielle de la seconde 
série d’asymptotiques est une équation de Riccati. Soit enfin la famille 
des lignes de courbure; si l’une d’elles est tangente à une généra- 
trice G en un point, comme les tangentes de courbure en ce point 
sont conjuguées à la fois par rapport aux directions asymptotiques et 
minima, c’est que G est minima, ou bien est une droite parabolique 
de la surface, et le contact entre elle et une ligne de courbure subsiste 
en tous ses points. Donc l’équation différentielle des lignes de cour- 
bure de S doit être normale. 

2° Soit une surface engendrée par une ligne plane mobile G sans 
enveloppe ni rebroussement; considérons les conjuguées E de G. Si, en 
un point M, G est tangente à sa conjuguée, comme par hypothèse il y a 
en ce point une tangente à G et un plan tangent à la surface S qu'elle 
engendre, parfaitement déterminés, deux cas peuvent se présenter : 
1° le plan de G n’est pas le plan tangent à S au point M; alors il est 
sécant à S, et comme la tangente à G doit être asymptotique, le rayon 
de courbure de G est infini, M est un point d’inflexion de G; récipro- 
quement, si en un point d’inflexion de G, le plan de cette ligne n’est 
pas tangent à S, G et sa conjuguée y seront tangentes, a moins que les 
deux asymptotes de l’indicatrice de S ne soient confondues, auquel cas 
la direction conjuguée de G est indéterminée; pour que cela ait lieu 
tout le long de la ligne décrite par l’inflexion, il faut et il suffit, comme 
on sait, que la tangente d’inflexion engendre une développable tout le 
long de ce lieu qui est une ligne parabolique de S; 2° le plan de G 
est le plan tangent; alors M est situé sur la caractéristique de ce 
plan; réciproquement, en tout point d’intersection de G avec cette 
caractéristique, le plan de G est le plan tangent, bien déterminé par 
hypothèse, à la surface S, et, par conséquent, la tangente a G est néces- 
sairement asymptotique, de sorte que la conjuguée de G lui est tan- 
gente en ce point. Donc les points de contact de G avec une conjuguée 
ne peuvent être que ses points d’inflexion, ou ses points d’intersection 
avec la caractéristique de son plan. On peut donc énoncer le théoreme 
suivant : 


Pour qu'une ligne plane unicursale G soit divisée homographiquement 
par ses conjuguées, il est nécessaire qu elle ait le nombre maximum d’en- 
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veloppes et, de plus, que ses tangentes d’inflexion décrivent des dévelop- 
pables. 


Une discussion ultérieure permettra de reconnaître si ces conditions 
sont suffisantes. Mais, dès à présent, remarquons que les trois coeffi- 
cients A, B, C de l’équation des asymptotiques de la surface engendrée S 
s’annulent évidemment tous les trois à la fois pour toute racine com- 
mune aux quatre coordonnées du plan tangent; ces coefficients, une 
fois ’équation rendue entière en £, sont, en effet, exprimés ainsi 


x; “wy, de CR dm 
A ea Dee Ce (F==1)-2, oi 


Par conséquent, tout facteur ¢ — 9(u), tel que ¢=9(w) soit une 
enveloppe (réductible à un point) des génératrices G, s’il est simple 
dans A, disparaîtra certainement de l’équation différentielle, de façon 
que A ne le contiendra plus. Cette remarque et ce qui précède 
entrainent le théoreme suivant : 


St une conique mobile a deux enveloppes fixes distinctes, elle est divisée 
homographiquement par ses conjugueées, el l'équation des lignes asymplo- 
tiques de la surface qu'elle engendre est normale (*). 


Si la conique mobile n’a aucune enveloppe, dans l'équation diffé- 
rentielle des asymptotiques, A, sera du second degré et s’annulera aux 
points de rencontre de G avec la caractéristique de son plan. 

Si la conique a une seule enveloppe, on pourra supprimer dans les 
trois coefficients le facteur correspondant, et A, restera généralement 
ensuite du premier degré. Si cependant la conique est tracée dans le 
plan osculateur à l’enveloppe, le carré du facteur disparait aux trois 
termes et l'équation devient normale. Ce point sera établi dans la 
seconde Partie. 


§ 3. — Des facteurs communs aux coefficients de l’équation (1). 


Une fois la famille E de lignes que l’on veut déterminer, définie 
géométriquement, on forme son équation différentielle (1) par un pro- 


(1) Voir BLUTEL, Annales de l’École Normale, mai-juin 1890. 
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cédé quelconque et on la ramène à être entière en z. L'exemple précé- 
dent nous montre la nécessité de rechercher alors dans quel cas les 
coefficients de cette équation ont un facteur commun. Voici, à ce sujet, 
quelques remarques simples : 

1° Nous avons déjà observé que, si les coordonnées ¢ du plan tan- 
gent ont un facteur commun, il existe dans l’équation des asympto- 
tiques écrites sous la forme 


2 
dB 0 GE! + dt du St + de> DE =o (ie 1953, 4). 
A ce facteur correspond une enveloppe ou un lieu de points de rebrous- 
sement des génératrices G. Ce n’est d’ailleurs pas le seul cas où 
l'équation différentielle possède ainsi un diviseur entier en £, comme 
on le verra dans la seconde Partie de ce travail. 
2° Si l’on écrit l'équation des lignes de courbure ainsi 


dx(m dn — n dm) + dy(ndl— ladn)+ dz(l dm — mdl)=o, 


on aperçoitimmédiatement qu’un facteur £—4,, commun à /, m, n coor- 
données du plan tangent, figurera au carré au moins dans le premier 
membre. Ainsi une ligne enveloppe ou un lieu de rebroussement des 
lignes G permet d’abaisser de deux unités au moins le degré des coeffi- 
cients de l'équation des lignes de courbure. 

Quand la génératrice G n'a ni rebroussement, ni enveloppe, on peut 
trouver facilement la condition nécessaire pour que l'équation des 
lignes de courbure soit divisible par t —t,; il y a, par hypothèse, un 
plan tangent bien déterminé à S en chaque point de ¢=¢,; il faut et 
il suffit qu’en chacun de ces points, les directions minima solent con- 
fondues avec les directions asymptotiques. Si les directions minima 
sont distinctes, l’indicatrice sera circulaire : il faut et il suffit que 
t = 1, soit une ligne d’ombilics. Si les directions minima sont confon- 
dues, ¢ = /, sera une ligne parabolique asymptotique et minima; il est 
nécessaire et suffisant pour cela qu’elle soit une ligne de courbure 
double, c’est-à-dire que ? + m? + n#? contienne le facteur (¢ —¢,)*. En 
effet, employons les notations habituelles, dans le cas où l’on rapporte 
la surface aux lignes x = const., y = const. Le long de la ligne con- 
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sidérée, on doit avoir 
1+ p? PIS AS ape 


r Ss t 
et 
I+ p?+q’=0, 
d’où 
= 9" PY ee 
(1) Ta ae oe 


Or posons 
1+ pi+ P=F (a, y); 


nous aurons 


OF oF 
Se Pr t+ 4s DR et aes 


Donc les conditions indiquées équivalent à 


F5; ge Or ge 0 
oy 
à la fois. Il faut et il suffit pour cela que ¢ = 4, soit racine double de F, 
de sorte que, le long de ¢= 4, le discriminant de l’équation des 
lignes minima a une racine double. 

Ces considérations s’appliquent aussitôt, comme on le voit, aux sur- 
faces cerclées. 

3° Si une génératrice quelconque G a un point cyclique t = t,, et 
qu’on écrive ainsi l’équation des lignes minima de S : 


P=ZS(x,; dr; z2;d1;} =0 (t=1, 2,3)(2,=0 plan deco), 


son premier membre admet le diviseur (¢ — ¢,)?. En effet, nous pou- 
vons d’abord supposer que, par une transformation homographique 
préalable de z, on a ramené 4, à être nul. On aura alors 


j= a+ tX, (t=1, 2,3); 
dt, = tX,, 


avec la condition 


AGE 0 


d’où 3 
x,dx;— x;dx,=— a;X, dt + t(X, da;— a;dx,) + @M. 


Par conséquent, le polynome P contient le facteur #°. 
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Quand la génératrice G est conique, on voit immédiatement que, 
dans le développement de P, A, est du quatrième degré. Donc, si Ga 


deux points cycliques, l’équation devient normale. D'où ce théorème 
connu : 


Un cercle variable est divise homographiquement par ses trajectoires 
orthogonales, et l'équation des lignes minima de la surface qu'il en- 
gendre est normale. 


§ 4. — Des solutions singulières de l'équation I. 


Une pareille solution doit annuler le discriminant de l’équation (I) 
et vérifier cette équation. Prenons comme exemple le cas des lignes 
de courbure en supposant que G n'ait ni rebroussement, ni enveloppe. Il 
y a en chaque point de G un plan tangent à S bien déterminé; si en ce 
point, 4— 14, annule le discriminant de l’équation différentielle, les 
deux directions principales de S sont confondues; elles sont donc mi- 
nima, et une direction asymptotique doit être confondue avec elles; 
done la surface possédera une ligne asymptotique minima. Réciproque- 
ment, supposons gu’ilexiste une pareille ligne; si elle est droite, 
c’est une droite isotrope, la normale à S en chacun de ses points est 
dans le plan isotrope correspondant; donc cette droite est une ligne 
de courbure satisfaisant à l’équation différentielle et annulant son dis- 
criminant; si l’asymptotique minima est courbe, son plan osculateur 
en chaque point, qui est le plan tangent à la surface, est isotrope. 
Donc, le long de cette ligne, on a (notations usuelles) 1+ p° + g* = 0: 
par conséquent, cette ligne satisfait à l’équation des lignes de cour- 
bure; soit y une pareille ligne. Ainsi, quand G satisfait aux conditions 
supposées, une solution singulière de l’équation des lignes de cour- 
bure est, soit une droite isotrope, soit une ligne y minima. 


Remarque. — Le discriminant, égalé à zéro, représente le lieu des 
points où une direction asymptotique est minima; done, pour qu'il 
ait une racine double, il faut et il suffit que le cône des directions 
asymptotiques le long d’une génératrice G soit tangent au cercle de 
l’infint. 
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Appliquons maintenant les considérations qui précèdent aux sur- 
faces réglées et cerclées. 


Il. 
LIGNES DE COURBURE DES SURFACES REGLEES. 


§ 1. — Représentation de la surface. Equation des lignes de courbure. 


|. Nous représentons ainsi les coordonnées d’un point de la surface 
æ=Ë+ at, yr=n+6t, sa=C+yt (E,n, 6, a, 8, y fonctions de w). 


Les seules surfaces réglées réelles à génératrices imaginaires étant 
des quadriques, nous supposerons les génératrices réelles ; nous pour- 


rons alors prendre 
ZE y; 


et choisir pour variable w l’arc de la ligne sphérique (x, 6, y), de sorte 


qu’on aura aussi 
da\? dB \? ay? 
Ss (se A 6 ER \ Se 
a ay un (3) + (3) ve 


Rapportons la direction de la tangente à la directrice D, ¢= 0, au 


triedre trirectangle T formé par les directions «, 8, y, «', 8’, y’ et la 
direction perpendiculaire «,, 8,, y, déterminée par 
a= 6y'— vp’, Ba = ya! — ay’, = a8! — Ba’. 


Les équations connues donnent, en appelant p, g, r les rotations du 


triedre 
ai=qa,—ra', a@—=ra—pa, a—=pa—qu +. 


de sorte que l’on a 
q=% F=—1, p=—|aa'a"| (délerminant de a, 8, y et de leurs dérivées), 
d’où, en désignant par H le déterminant | ««’ «”|, 


" ! 


a —=—a+tHa, a, =— He’. 
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u 


Nous poserons donc 


dé ! if 
du 8 he pelt, = 1B + BB+ By, Sy py tn, 


et le plan tangent sera dirigé par les quantités 
l=—(p+t)a+va', m——(p+t)B;+ v8’, P=—(p+t)yp+vy!. 


Quand À = 0, D est orthogonale aux génératrices; si 1 — 0, D est 
la ligne de striction (plan central tangent le long de D); enfin, 
Si v = 0, la surface est développable. 

Écartons ce dernier cas, mais supposons u. = 0. La surface S est 
complètement déterminée par les trois fonctions de &, A, v et H. Elle 
est à plan directeur quand H = o. Enfin on voit facilement que v est, 
au signe pres, le paramètre de distribution. L'équation des lignes mi- 
nima est 


(1) di?+ 2) di du +(X+ + 2) du?— 0. 


Elle est bien normale et admet la solution particulière ¢ — + qui est 
racine double de son discriminant. Son intégrale générale n’a ses 
points critiques fixes que si les deux autres racines ¢ = + vi du discri- 
minant sont solutions singulières. D’où 


V0, N==0, 


qui caractérisent les surfaces à paramètre de distribution constant, et 
dans lesquelles la ligne de striction est orthogonale aux génératrices. 
Les lignes minima s’obtiennent aussitôt par quadratures. 
Les lignes de courbures particulières y sont données sur toute sur- 
face réglée par | 
+ y —0o ou ta VS 


elles sont minima dans le cas ci-dessus. 


2. L’équation des asymptotiques s'obtient immédiatement par la for- 


mule 
>at.diz= 0, 


qui, développée, donne 


(2) 2v dt —(He?+ v't + Hv?— dv) du = 0 = 2v dt — P du. 
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/ 
4 


C'est bien une équation de Riccati, qui admet la solution ¢ — + 
dans le seul cas des surfaces à plan directeur. 

L’équation des lignes de courbure se déduit de (1) et (2) par la 
règle connue; elle est normale et s’écrit sous la forme suivante 


(3) » de — P du dt —[AP +v(X+v?+ 2] du?= o. 
Son discriminant est 
A = P?+ 4vfAP + v(A?+ v?+ é?)] = P?+ 4vQ. 


Il a la racine double ¢ = + pour les surfaces à plan directeur. 


à 


$ 2. — Étude des lignes de courbure. 


Recherchons les surfaces réglées pour lesquelles l'intégrale géné- 
rale de (3) a ses points critiques fixes. Nous aurons à distinguer deux 
case * , 


1° LA SURFACE N’EST PAS A PLAN DIRECTEUR. — Les directions asympto- 
tiques le long de chaque génératrice sont paralleles aux génératrices 
du cône directeur de ’hyperboloide osculateur le long de cette droite. 
Les surfaces cherchées sont donc celles où cet hyperboloide est de re- 
solution (A a deux racines doubles), ou bien celles où cet hyperboloide 
est simplement tangent au cercle de «, les deux autres racines de A 
étant solutions séngulières : ces surfaces sont évidemment imaginaires ; 
ou enfin celles où les quatre racines de A sont solutions singulières, de 
sorte que la surface a quatre directions rectilignes isotropes (quadriques) 
ou deux pareilles directrices, et les deux lignes y minima. 


L. On trouve facilement les conditions d’après lesquelles A est carré 
parfait en l’écrivant ainsi 


A=(P + 2vK)?— 4vKP — 4v?K?+ 4vQ, 


K étant une fonction de uw à déterminer de façon que A se réduise au 
premier carré. On trouve ainsi la condition K = 0, de sorte que les 
surfaces cherchées sont celles où A se réduit à P?, Q étant identique à 


zéro, ce qui donne 
Vi 0; AH +v=0. 
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Le parametre de distribution doit donc étre constant et la ligne de stric- 
tion une ligne de courbure (*). L’équation des lignes de courbure se 


décompose en 
dt=®, v dt — H(A?+ v? + 8) du —o. 


La première série renferme la ligne de striction et les deux lignes y; 
de sorte qu’on n’a pas d’intégrales de la deuxième série. 

Le cône directeur de la surface est arbitraire, il détermine la surface, 
à l’aide des formules 


[4 
A=—gp = Ma—Hay)=—dal= a gies 


d’où la ligne de striction par quadratures. 

Le cône directeur est de révolution quand H est constant, alors À 
l’est aussi; on reconnait immédiatement que la surface S est une qua- 
drique de révolution. 

Il n’existe pas d’autres surfaces de cette catégorie dont les généra- 
trices appartiennent à un complexe linéaire, et, par suite, il n'existe pas 
de telles surfaces du troisième et du quatrième degré. En effet, soit Oz 
l’axe du complexe. On devrait avoir 


BE — an — ay, 
a étant une constante. Deux dérivations successives donnent alors 
B'l=man—(a—v)}" 
B'E— an =(29-a)7+| 7 +(a—9)H| Yo 


d'où par élimination de &, n, la condition cherchée qui détermine le 
cône directeur 


d’où 


par suite 


(1) M. P. Serret a signalé ces surfaces (Théorie des lignes à double courbure), p. 158; 
1860. 
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Mais y, = — Hy’, done ou H, ou y, est constant; dans les deux cas, 
le cone directeur est de révolution. 


2. Soient maintenant les surfaces pour lesquelles les deux lignes y 
sont des asymptotiques minima; nous avons vu qu’on avait alors 


wie 0: À 10; 


On voit aussitôt que les deux autres racines de A ne peuvent être à 
la fois solutions singulières. 


3. Ilnereste plus que le cas où la surface S admet quatre directrices 
isotropes ; elle est donc une quadrique. En définissant ainsi cette surface 
DRE He end At 
A+p A+p A+p 


l’équation des asymptotiques est 
an dkip=o, 
celle des lignes minima 
Ad)? + 2B didyp + C du?— 0, 


avec 
A= api) + b(ut+r) + feu F(u), C=F(A), 


celle des lignes de courbure sera 


C du? — Adi?=0, 
qui se ramène aussitôt à l'équation d’Euler. 


2° LA SURFACE RÉGLÉE EST A PLAN DIRECTEUR, H = 0. — Les directions 
asymptotiques le long d’une génératrice sont parallèles à un plan, etle 
discriminant n’est carré parfait que si ce plan est isotrope. La seule 
surface réelle correspondante est le paraboloide de révolution. Si les 
deux racines de A correspondent à deux directrices rectilignes iso- 
tropes, on a le paraboloide quelconque. Enfin, si les deux lignes y sont 
minima, comme alors À = —0, on aura, en prenant &, = 050: 
Va; 


cl 
£ == 0, i108 thy, 
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III. 
LIGNES DE COURBURE DES SURFACES CERCLEES. 


S 1. — Représentation de la surface. Equation des lignes de courbure. 


1. Soitun cercle réel O entrainé avec un triedre Oxyz, Oz étant l’axe 
du cercle. Soient R le rayon, & n, €, p, q,r, fonctions de u, les transla- 
tions et rotations du trièdre O, O, un point du cercle déterminé par 
l'angle © de Ox avec 00,. Les projections, sur les arêtes, du déplace- 
ment de O, sont : 


SUD, un (€+ R’ cose — rRsin®) du +R coso dg, 
DUONG. sete oy (n+ R'sing +rRcoso)du-—Rsino do, 
Sur Oz....... [¢€+R(psing— qcosg)] du = Pau: 


Soient O,z, la demi-normale en O, ala surface S engendrée, z, étant 
sur Oz, 0,3, la demi-tangente au cercle dans le sens positif de 9, 
O,y, une demi-perpendiculaire à æ,0,z, complétant un trièdre O, de 
même sens de rotation que O; déterminons O,<, par l’angle V de 0,0 
avec O,z,, en prenant pour sens positif celui de la rotation positive 
autour de O,x,. Posons Oz, = /, les cosinus directeurs de O, z, seront 


: < : —l : : 
proportionnels à cosg, sing, > et l’on devra avoir 


Ecosp + sing + R’— — =0, 


d’où 
l __Ecoso +nsinog +R! M 


R P P 


—tang V. 


Cherchons les rotations et translations du trièdre O,. Soient p, ©, 7, À, 
u, v ces quantités dans les déplacements 9 = const., p,, &,, 71, A,, 
u,, v, dans les déplacements u = const. 

Les cosinus directeurs du triedre O, par rapport à Oxyz sont : 


Bott Opa nos = ane — sing, COS, 0, 
Pour Ori Gi —sinV cosg, —sinV sing, —cosV, 
POumO Es... — cos V coso, — cos V sing, sin V, 


Ann. del’ kc. Normale. 3° Série. Tome XII. — Mars 1895. 10 
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1° Quand wreste constant, O, se déplace sur le cercle. On a la trans- 
lation ae le long de O,2,, accompagnée de la rotation dg autour 
de Oz ot T ~ dg autour de O,x,. Done 


OV 


AR, 1h) 0, V0, Pise oe. w,—— cosV, tr, SIV 


2° Quand © reste constant, le DORA de rotation de O, résulte 
de la rotation p, g,7 de O et de la rotation 3 — * du autour de O,a,. Quant 
à la translation, ses composantes sont tex Drome sur les axes O, 
du déplacement de ce point, exprimé plus haut; d’où 


OV 


P= = + q cos —psing, 
@w——sinV(pcosg +qsing)—rcosV, 
t™=— cos V(p coso + gsino)+ rsinV, 


A=—ésing+ncos9o+rR—=N, p-=— MsinV — P cosV, v= 0, 


et l’on a Videntité 


gM 


On sait maintenant former l’équation des lignes de courbure. Cette 


équation est 
(p+ pig) (A+ 19') + (B+ B19’) p=. 


Ses coefficients ont les valeurs suivantes : 


VV F 
EE pi + phy + pri = NT +R = + ¢, 
uy (OV. -t) CM Pi ov 
dp pw = NE +R) R do 


Revenons à la variable ¢ = tang À 


» ef posons 
A=é(1— @)+ant+R (1+ 2), 
B=C(1+ @)+ R[apé— g(i— #)], 
=rR(1+ &)—2Ft+n(1—2#), 
OA i OA OB A 


oe B= Tr i= n(BS = “Er J+ ecas + B?), tangV = 5: 
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Nous obtiendrons facilement l’équation suivante des lignes de cour- 
bure, 


Do?+(CD +F)a + CF —D(A?+ B?2)=0 
ou 


(c) (C + a)(Da+ F)— D(A?+ B?)=0, 
a désignant la quantité 2R¢’. Le coefficient D est généralement du second 
degré. 
2. L'équation des lignes minima est 
(+) +u—o, 
qui devient, par les transformations précédentes, 
(m) | (C+ x)? + A? + B?=o. 


Elle est bien normale, et l’équation de Riccati des trajectoires orthogo- 
nales est 
C+a—o. 


Les lignes de courbure particulières y sont déterminées par l'équation 


AGE Bo: 


L'intégrale de l'équation (m) a ses points critiques fixes : 1° quand 
A’ + B? est carré parfait; 2° quand ce polynome a une racine double 
et que les deux autres lignes y sont minima; 3° quand les quatre lignes 
y sont minima. 

On vérifie aisément que les lignes y satisfont à l’équation (c), car 
on reconnait que le long de ces lignes on a toujours 


Da+ F=o0. 


Les points du cercle qui appartiennent aux lignes y sont ceux où le 
plan tangent à la surface engendrée passe par l’un des foyers de la 
génératrice. 


§ 2. — Cas où l'équation (c) est normale. 


1. D’après ce que nous avons vu (1, §3), les cas possibles de ce genre 
sont les suivants : 1° le cercle générateur-a une enveloppe; 2° A°+B* est 


“a Sd à. 
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un carré parfait, les lignes y sont confondues deux à deux (*); 3° la sur- 
face cerclée admet deux lignes d’ombilics. Analytiquement, la condition 
est que le polynome D divise F. Le premier cas est celui où A etB ont 
un facteur commun, correspondant à l'enveloppe, le long de laquelle 
tang V doit apparaître comme indéterminée. Dans le second cas, les 
polynomes A + Bc, A — Bé sont des carrés parfaits; d’ailleurs À et B 
ne peuvent avoir en même temps un facteur linéaire commun, car ils 
en auraient un second et la surface deviendrait une enveloppe de 


sphères : nous écartons cette hypothèse. Ces deux premiers cas sont 


les seuls où D divise à la fois A? + B? et ee = A : ils sont évidem- 


ment réalisables géométriquement; nous montrerons la possibilité du 
troisieme et dernier cas. 


2. Supposons l'équation normale et posons F = DG, G étant un 
polynome entier du second degré. L’équation (c) devient 


(Co) (G+ a) — (A? + BY =o. 
Son discriminant A est 
A=(C—G)?+4(A? + B?). 
L'intégrale de l’équation (c) aura ses points critiques fixes : 


1° Si A est carré parfait, soit A = P?. Alors l’équation (c) donne 


Sri 


2 


Le long des lignes y, A*-+ B*=0, G+a=o; done ces lignes 
seront des solutions particulières de l’équation de Riccati, dans 
laquelle le numérateur se réduit à — 2G pour A? + B? =o. 

2° Si deux des racines de A sont égales, et les deux autres solutions 
singulières, nous savons que ces solutions ne peuvent correspondre 
qu'à une ligne y minima, ou à une directrice isotrope rectiligne, ou 
peut-être & l’enveloppe, quand il y en a une, car nos raisonnements 
ne s'appliquent pas le long d’une telle ligne. Une ligne y est d’ailleurs 


(1) Surfaces à focale isotrope de M. Demartres. Thèse, 1885. Gauthier-Villars. 
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solution singulière si elle est minima, c’est-à-dire vérifie à la fois les 
équations 
| C+a«=0, A? + B?—o. 


Une directrice rectiligne isotrope annule A et satisfait à l'équation 


3° Enfin, aux quatre racines de A peuvent correspondre quatre so- 
lutions singulières. 


6-3. 


D'une classe particulière de surfaces répondant à la question. 


Toutes les surfaces déterminées par la condition que le polynome CD — F 
soit identique à O répondent à la question; car, d’après cette identité, 
D divise F, et, d'autre part, A se réduit à 4(A? + B?); mais les lignes 
A* + B° = o vérifient l’équation G+ « =o, et dans le cas qui nous 
occupe G = C; donc toute racine simple de A sera solution singulière 
puisqu'elle vérifiera l'équation C+ax—o; par suite, selon que 
A? + B? aura quatre racines simples ou une racine double et deux 
autres distinctes, ou deux racines égales deux à deux, on aura un des 
cas d'intégration que nous venons de signaler. 

La signification géométrique de l'identité CD — F =o est la sui- 
vante : cette identité est la condition nécessaire et suffisante pour que 
l’équation (c) devienne 


(C+ a)? — (A?+ B?)— 0, 
qui caractérise les surfaces dont les lignes de courbure sont conju- 


guées par rapport au cercle et à ses trajectoires orthogonales, C+a—o. 
Donc on a le théorème suivant : 


Les lignes de courbure des surfaces cerclées telles que ces lignes soient 
également inclinées en chaque point sur le cercle générateur s obtiennent 
par l'intégration d'équations de Riccati ou par quadratures. 


La détermination générale de ces surfaces paraît difficile; l'iden- 
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tité CD —F—o donne cinq équations de condition différentielles 
entre les cing fonctions arbitraires dont dépend la surface (‘). 

Nous allons former les trois catégories de surfaces pour lesquelles 
l'équation (c) est normale et donner, pour chacune d'elles, quelques 
exemples d'intégration relatifs notamment aux surfaces particulières 
que nous venons d'indiquer, et qui peuvent appartenir à l’une des trois 
catégories. 


§ 4. — Surfaces © dont la génératrice a une enveloppe. 


Supposons cette enveloppe correspondant à 4 =. A et B doivent 
avoir une racine infinie commune, d’où les conditions §=R’, 
{——Rg. La surface dépend encore de p, g, r, n et R. Les compo- 
santes du déplacement du point de contact du cercle avec l’enveloppe 


sont 
E— R'—o, n—rkR, €¢+Rq=o. 


Si l’on a n =rR, l’enveloppe est un point, la surface est inverse 
d’une surface réglée, et nous pouvons laisser ce cas de côté : nous 
prendrons alors pour variable w l’arc de l'enveloppe, et nous poserons, 
par conséquent, 


n=rkR+:; 
la surface dépend alors de quatre fonctions arbitraires p, g,7, R. Ona 
A—o(Ët+né), B—2R(pt—q), C=a—#@—a2tt+an—1, D=—2R(gn+p p=) 


(nous écartons les enveloppes de sphères D = 0). On voit que les coef- 
ficients de (c) admettent, comme on l’avait prévu, la racine double 
commune { =o. 

Voyons si l’enveloppe peut être solution singulière : le discriminant 
An’admet la racine ¢ — + que s’il en est ainsi du polynome CD — F; 
mais alors a l’admet comme racine double et nous n’avons plus à nous 
préoccuper de savoir si elle peut être néanmoins solution singulière. 


(1) M. Demartres (Thèse, 1885; Gauthier-Villars) indique la détermination des surfaces 
cerclées dont les lignes de courbure ont, sur chaque génératrice circulaire, une incli- 
naison constante, mais différente de 45°. Sa méthode n’est pas applicable à ce cas particu- 
lier, sauf pour les anallagmatiques à focale isotrope. 


A] 
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Ainsi, par une condition unique, l'enveloppe correspond à une racine 
double du discriminant. 


1. Pour exprimer que A est carré parfait, il suffira de déterminer 
une fonction 2/ de w seul, telle que l’on ait identiquement 
A—(CD—F+of}, 
d’où l'identité nécessaire et suffisante 
D2(A? +B?) — f(CD — F) +2 = 0 


L’équation (c) donne alors 
pe eat oe a=-(C+$). 


Les lignes y vérifient la seconde de ces équations; ce sont ici les 
deux lignes A? + B* = o (deux des quatre lignes du cas général sont 
confondues avec l’enveloppe). 


2. Le discriminant de l’équation (m) des lignes minima a, dans ce 
cas, la racine double t=: donc le seul cas où l’intégrale de (m) ait 
ses points critiques fixes est alors celui où les deux lignes (y) sont 
minima, et vérifient les deux équations A? +B? =o, C+a=0; 
elles sont aussi, dans ce cas, solutions singulières de (c), et annulent, 
par conséquent, son discriminant, d’où Videntité 


CD — F = H(A?+ B?) (H fonction de w seul), 


nécessaire et suffisante pour que les lignes y soient solutions singulières 
de(m) etde(c). Il en résulte 


A =(A?+ B*)[H?(A*+ B+)+ 4D"), 


et Aa une racine double lorsyu’il en est ainsi du crochet; en se bornant 
aux résultats réels, il faut pour cela que H = 0, et nous retrouvons ainsi 
les surfaces de cette catégorie à lignes de courbure également inclinées 
sur la génératrice. 


3. Voici deux exemples simples du cas où A est carré parfait et de 
celui où les lignes de courbure sont également inclinées sur le cercle. 
Avant de les traiter, remarquons que les surfaces de cette catégorie 
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n’ont jamais leur focale isotrope, car les composantes du déplacement 
d’un foyer s = :R du cercle générateur sont 


R'+ iqR, n —tpR, —qR+iRk'=7(R'+ wR); 


par conséquent, les déplacements des deux foyers ne seraient isotropes 
que si n =p = 0, et la surface serait enveloppe de sphères. 
L'expression développée de CD — F est 


CD —F=aR|(pi+qn)[@(2n +1) + 4€t —(20 —1)] | 
+ 2gR*(pt—q)?—2R[(pt—q) (n't + &')—(p't—q')(nt + £)]}. 


Premier exemple. — Cherchons les surfaces pour lesquelles A est 
carré parfait, et telles que le cercle générateur soit dans le plan osculateur 
de l'enveloppe, d’où p = o. En développant l'identité indiquée 


D?(A°+ B?)— (CD — F)— f?—0, 


on trouve les résultats suivants, dans lesquels À désigne une fonction 
arbitraire de u, 
222! _ 8qRni 


Qu | bes eee — , 
OOS 9 yearn AW ITS eh 


d'où une solution dépendant d'une fonction arbitraire, et dont les lignes 
de courbure sont déterminées par deux équations de Riccati. 


Deuxième exemple. — Dans cet exemple, CD — F est identique 
à o, ce qui donne lieu, pour cette catégorie de surfaces, à trois équa- 
tions entre les quatre fonctions p, q, R, n. Supposons en particulier que 
le diamétre Ox du cercle, normal al “enveloppe, décrive une developpable. 
On trouve alors, une fois écartées les enveloppes de sphères, les con- 
ditions 


90 2 m=1, 2pË+Rp'—=o, api—R(pt'—fp')=a 
(et l’on a déjà £ = R’), d'où l’on déduit 
0; E— a(const.), pR?= b(const.). 


Donc on prendra 


a Ne ae | 
CHR 


R= au, 


oe ST Te oo té 
ay \ . 


UN 


1 ne 
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D'ailleurs, le point A de OX qui décrit l’enveloppe G de cet axe est 
justement le point du cercle diamétralement opposé au contact avec 
l'enveloppe, car la projection du déplacement de ce point d’abscisse R 
sur Oy est n+rR, qui est ici nulle; l’are de G peut d’ailleurs être 
pris égal à 2R, car sa dérivée est Ë + R'— 2R’. On déduit donc de là 
le théorème suivant : 


Soit une ligne T dont le rayon de courbure est proportionnel à l'arc, le 


rayon de torsion au carré de l'arc, et un cercle mobile orthogonal à G, 


de diamètre égal à l’arc et tangent à une développante de G. Les lignes 
de courbure de la surface qu'il engendre sont également inclinées sur lux, 
el se déterminent par l'intégration d'équations de Riccati. 


4. Si l’on cherche les surfaces du premier exemple ci-dessus pour 


lesquelles l'enveloppe est une droite (r = 0), celles que l’on trouve sont 
comprises dans une classe générale qui doit être signalée : \e cercle géné- 
rateur est tangent à une droite en un point mobile déterminé par sa 
distance u à une origine fixe, le rayon R du cercle et l’angle © de son 
plan avec un plan fixe étant donnés par les formules 


u = atang Ko R = trier 
See cos? Kw 


a, 8, K sont trois constantes (dont une d’homothétie); d’où 


A=2(&+ 4), bé D; 


__dw cos Kw 
ee eee Ke 


7 NE 
> ¢=—Rq= x; (const.), 


ce qui conduit à prendre ¢ + € =¢ à la place de z, comme variable. Les 
lignes ¢ = const. correspondent à la condition géométrique V = const. 
On trouve alors facilement 


2 
C2 4 — 2he' re = +1, Dice ire Ry a Pr 075 


donc, comme est constant, es variables se séparent immédiatement dans 

les équations des trajectoires orthogonales du cercle générateur, des lignes 

minima de la surface engendrée et de ses lignes de courbure ; les points 

critiques des intégrales de ces deux dernières équations ne sont 
Ann. de l’Ée. Normale. 3° Série. Tome XII. — Mars 1895. TL 
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d’ailleurs pas fixes, en général; ils peuvent le devenir si les con- 
stantes a, 3, K vérifient une condition convenable. Si l’on choisit pour K 
un nombre commensurable, ces surfaces sont algébriques. 


5. Il reste à donner un exemple d’une surface © pour laquelle les quatre 
racines de A sont solutions singulières de l'équation (c). Cette quadruple 
condition peut déterminer analytiquement la surface. Le cercle géné- 
rateur doit alors s'appuyer sur quatre directrices isotropes, dont deux 
au moins sont rectilignes, les deux autres pouvant être, soit les 
lignes y, soit deux autres droites. Or, ces quatre directrices déter- 
minent une congruence de cercles qui s'appuient sur elles; en general, 
les seuls ensembles de cercles à un paramètre de cette congruence, 
admettant une enveloppe, sont formés de cercles passant par un point 
fixe d’une des directrices, et les surfaces correspondantes sont inverses 
de surfaces réglées. Cependant, le second exemple ci-dessus montre 
qu'il n’en est pas toujours ainsi, car le cercle générateur s’y appuie 
sur les deux lignes y en restant tangent à leurs plans osculateurs : donc 
il appartient à une congruence dans laquelle les points focaux sur 
chaque cercle sont confondus deux à deux; et cependant nous obtenons 
une infinité de ces cercles enveloppés par une ligne proprement dite. 
Voici comment on peut expliquer ce fait : soient 


p(æ, 7; 3, 4, b)=0, UE, y, 3, 4, b)—=0 


les équations d’un cercle dépendant de deux paramètres arbitraires a 
et b. 
Ses foyers sont sur la surface = : 


Jo dv Ov dv 
da db da 0b 


0 


(qu'on peut supposer toujours être une quadrique, en laissant de côté 
les deux foyers à l'infini); supposons que les points d’intersection de 
E avec le cercle correspondant soient bien déterminés (sauf peut-être 
pour certains cercles déterminés en nombre fini) et qu’ils décrivent une 
ligne 


x=f,(a), Y=hr (4), 4 fs (2), 


a ayant été convenablement choisi au préalable. Si areste fixe, 6 variant 


qui détermine les systèmes enveloppés, se réduit à da = 0, car & 
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seul, deux cercles voisins se rencontrent, de sorte que = sont 


identiquement annulés par « = f,(a), y = f, (a), z=f,(a), quels 
que soient a et b. 


Par suite, l'équation différentielle 


CE da + db =o ou À da + À db =o, 
do ov 
da’ da 
ne s’annulent pas à la fois le long de la ligne focale considérée, puis- 
que, alors, tous les cercles de la congruence seraient tangents à cette 
ligne. Mais supposons, au contraire, qu’il existe un système szmple- 
ment infint de cercles de la congruence, tels que chacun d’eux soit 
tout entier sur la surface & correspondante, de sorte qu'il suffit pour 
cela d’une seule condition entre a et b, 


F(a,b)— 0; 
on en tire 
b=. F, (a), 


et en remplaçant x,y, 3,6 par f,, fo, fs, F, dans l’équation de = 0, on 
obtient une équation ordinaire qui détermine le point (a) du cercle 
où ce cercle rencontrera le cercle infiniment voisin; ce point décrira 
l'enveloppe du système F(a, b) = o. C’est cette circonstance qui doit 
se présenter dans l’exemple signalé. Or, une fois choisies les direc- 
trices de la congruence, on pourra la reconnaitre par des opérations 
purement algébriques. D'où, par exemple, le théorème suivant : 


On pourra toujours obtenir, par des opérations purement algébriques, 
les surfaces © dont le cercle générateur s'appuie sur quatre droites tso- 
tropes; leurs lignes de courbure s obtiennent par quadratures. 


D'ailleurs l’étude, faite à ce point de vue, de la congruence des 
cercles qui s’appuient sur quatre droites isotropes parait compliquée. 
Remarquons seulement que, si deux-des directrices se rencontrent, les 
cercles de la congruence qui ne passent pas en leur point commun ap- 
partiennent chacun à une sphère tangente au plan de ces droites en leur 
intersection; par suite, ils ne peuvent s’associer de facon à donner des 
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cercles enveloppés par une ligne proprement dite. En général, le plan 
des cercles enveloppe une surface de troisième classe contenant les 
quatre directrices; si ces droites sont sur une même quadrique, l’en- 
veloppe se décompose en cette quadrique et son centre; St l’on consi- 
dère un des cercles dont le plan passe par ce centre, on peut, sous 
une seule condition, le faire passer aussi au centre et l’on a ainsi un 
nouvel exemple du fait signalé plus haut. Mais /a surface © correspon- 
dante est évidemment une inverse de quadrique. 


§ 5. — Surfaces a focale isotrope. 


1. Ces surfaces forment la seconde classe de celles pour lesquelles 
l'équation (c) est normale. 

Elles nous sont apparues comme celles où les lignes y sont confon- 
dues deux à deux (les enveloppes de sphère étant écartées). Il est 
facile d’en conclure que les focales (qui peuvent former une seule ligne 
analytique, ou non) doivent être isotropes et réciproquement; consi- 
dérons, en effet, deux cercles générateurs infiniment voisins, Cet C’, 
et deux cônes isotropes voisins qui les contiennent et ont pour som- 
mets deux foyers voisins F et F’. Les plans tangents isotropes à la sur- 
face engendrée, le long de C, sont les plans tangents communs aux 
deux cônes F, F” et aux cônes conjugués F,, F,, c’est-à-dire les plans 
tangents menés au cercle de l'infini par les tangentes aux focales lieux 
de F et F,, par ces points FetF,. Or, dans le cas actuel, les deux plans 
tangents issus d’un même foyer doivent se confondre; donc la tangente 
à la focale doit être isotrope et réciproquement. Done ces surfaces 
sont engendrées ainsi : le cercle générateur est à Vintersection de deux 
cônes isotropes dont les sommets décrivent deux lignes isotropes arbi- 
traires L et L,; par conséquent, elles dépendent de trois fonctions ar- 
bitraires, comme le montre d’ailleurs M. Demartres dans le Mémoire 
déjà cité. [Il est à remarquer que les surfaces @ de la classe précédente 
sont les seules qui dépendent encore de quatre arbitraires, l’équation 
(c) étant normale. | 

Formons l’équation (c) dans le cas actuel, en posant 


A+ Bi = P?, A—Bi—=0Q", 
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P et Q étant deux polynomes linéaires en 4, qui, égalés à 0, détermi- 
nent les deux lignes doubles +. L’équation (m) est 


(Ga) ce Pr 00; 


4 ; elle se décompose immédiatement en deux équations de Riccati. On 
trouve, d’autre part, 

ee Nid = OP 0Q oP 
ine ae ge a 7 )PQ, ee E ER(P 0 ) +<Pq|Pa, 


et, par conséquent, F et D ont bien le facteur commun PQ. Donc on 
peut poser F = DG, G étant entier en £, et l’équation (c) devient 


3 (C+ a) (G+a)—P2Q?=o. 


| _ On a d’ailleurs 
Er A=(C—G)?+4P?Q?, 


d’où cette conséquence que, si une des racines y annule le discrimi- 
nant, elle y est racine double. Par conséquent, nous n’avons pas à 
- rechercher dans quel cas les lignes y deviennent solutions singulières, 
3 et nous sommes ainsi conduits à étudier les surfaces telles que A soit 
carré parfait, sous la condition C — G= 2p PQ, p étant fonction de u 
seul. 


2. Prouvons que, quand As annule ainsi sur une ligne y, elle est droite, 
et réciproquement. En effet, comme nous l’avons vu, si As’annule sur 
y, il en est de même de C+ « et réciproquement, c’est-à-dire que y 
satisfait à la condition d’être orthogonale au cercle générateur; mais, 
en tout point de y, le plan tangent est isotrope : donc la direction or- 
thogonale au cercle générateur dans ce plan l’est aussi; par suite, il 
faut et il suffit ici que y soit isotrope; or, si la focale correspondante 
est courbe, y est tracée sur la développable isotrope dont cette focale 
est l’arête, donc y ne peut être isotrope; ainsi, il faut que la focale soit 
droite, et cette condition est suffisante, car le plan isotrope correspon- 
dant à cette droite est tangent à tous-les cercles générateurs, et y se 
confond avec la focale, en coupant orthogonalement ces cercles. Donc 
les surfaces ci-dessus ont pour focales deux droites isotropes et réciproque- 
ment: si les deux focales se coupent, la surface est une inverse de 
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cylindre, cas écarté ; si elles ne se coupent pas, il existe une sphère 
unique les contenant, et tout cercle générateur, ayant ses foyers sur 
cette sphère, lui estorthogonal. Donc les surfaces sontanallagmatiques; 
ce sont évidemment toutes les anallagmatiques à focale isotrope. 


D'où le théorème suivant : 


Les lignes de courbure des surfaces anallagmatiques à focale isotrope 
se déterminent par l'intégration de deux équations de Riccati ('). 


En posant G= C — 2pPQ, l'équation (ce) devient 
(C + a)?—2pPQ(C + x) — P?Q?— 0, 


C+a=( + Vp?+1)PQ. 


On a donc deux intégrales particulières P = 0, Q= o de chacune 
des équations de Riccati; la forme de ce résultat montre facilement ce 
théorème, dû à M. Demartres, que les lignes de courbure de chaque 
série ontune inclinaison constante sur le cercle générateur, tout le long 
de ce cercle; dans le cas particulier de p = 0, cette inclinaison est de 
15°, 


d’où 


3. Il faut remarquer que, d'une manière générale, si une génératrice 
rationnelle d'une surface s'appuie sur une droite isotrope t = o en restant 
tangente au plan isotrope correspondant, le discriminant de l'équation 
des lignes de courbure admet t = 0 comme racine multiple. On le recon- 
naît aisément en mettant les coordonnées d’un point de la génératrice 
et les paramètres directeurs du plan tangent en ce point sous la forme 


T=T+aqiu)+IX, Y—=Yo+Bo(u)+tY, B= 5)+y70(u)+tZ, 
l=a +L, m=6 + 2M, n=y +N, 


Xo, Yor Fo Étant des constantes, «, %, y aussi, avec la condition 
a? + B?-+ y? =o. Sil’on forme alors l'équation 


dl(mdz—ndy) + dm(n dx — lds) +-dn(ndy —ndx) =o, 


on reconnaitra facilement l’exactitude du fait énoncé. 


(1) DEMARTRES, Comptes rendus, 1888, 1°" semestre. 
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4. Revenons aux surfaces à focale isotrope; A peut être carré par- 
fait autrement, lorsqu'on a 


C—G+2iPQ = R?, C— G—2:PQ—S!, 


R et S étant deux fonctions linéaires de ¢, imaginaires conjuguées si 
la surface est réelle; on en déduit 


AIPO=R'— S?=(R—S)(R-+8), 


R+S étant réel et du premier degré par rapport à 4, ainsi que P, Q. 
Cette identité ne fournit pas de surfaces réelles. 


9. Il reste encore à examiner si, pour les surfaces considérées, l’é- 
quation (c) peut avoir des solutions singulières correspondant à des 
droites isotropes. Remarquons que, en se donnant le lieu isotrope des 
foyers, on achève de déterminer géométriquement la surface par une 
directrice isotrope, car on a immédiatement les foyers du cercle géné- 
rateur passant par un point choisi sur cette droite. Le cas de quatre 
directrices isotropes ne doit se présenter qu’exceptionnellement, 
puisqu'il introduit quatre conditions nouvelles. D’ailleurs, on peut 
déterminer les foyers, fonctions de deux paramètres a et b, des cercles 
de la congruence s’appuyant sur les quatre directrices; si l’on exprime 
que chacun d’eux décrit un lieu isotrope, on aura entre a et b deux 
conditions différentielles, et l’on pourra toujours reconnaitre alge- 
briquement si elles sont compatibles. 


. $ 6. — Surfaces à deux lignes ombilicales. 


1. Le long d’une ligne ombilicale, le centre de courbure unique de la 
surface qui doit se trouver sur l’axe du cercle décrira une ligne tan- 
gente à la normale à la surface. Il suffit donc, pour obtenir les sur- 
faces en question, d'exprimer qu’il existe deux normales possédant la 
propriété précédente; choisissons Ow de façon que leurs pieds sur le 
cercle correspondent aux amplitudes w et — w (w différent de o et de 
r); soient a et b les z des centres de courbure correspondants. On 


devra donc avoir 


2 


E+ga __n—pa - C+a TRE PU IC bd 
Rcoso Rsinw —a’ Hiei Reine 28: 


88 M. LELIEUVRE. 


= ea) ’ \ ° A . 
d’où, en égalant à À les premiers rapports, à p. les seconds, 


= AR cosw — aq =p Reosw — bg, 
n= ARsinw + ap =— pRsinw + bp, 
¢=—a'—ha =— b'— pb. : 


\ 


De plus, il reste à exprimer que les droites de directions (R cosw, 
Rsinw, —a), (Rcosw, —Rsino, 0) sont normales à la surface 
engendrée par le cercle mobile, ce qui donne facilement, en vertu des 
équations précédentes, les conditions 


A(R+e@)+aa+RR'—o, 
p.(R?+ 6?) + bb'+ RR’=0. 


_ Posons a= R tanga, 6 = R tang; nous tirons de là 


/ 


A=— 4 — atanga, = À —p'tang6; 


on en déduit 
¢——Re'—— RG’, 


done 
CHEN el ou a — B — const. ; 


cette constante ne peut d’ailleurs être nulle, car il s’ensuivrait a = b, 
À =v. et, par suite, d’après les équations ci-dessus, © = o ou 7; elle 
ne peut davantage être égale à x. Par conséquent, nous obtenons les 
valeurs suivantes des rotations et translations 


TS (A — p.) cosw : (A+ 2) sina 
— 7 0 Tipo 
tanga — tang I tang « — tang£ ; 
tanga — Atang .. Atang g 
=Rceos» TE BB n=—Ksinw ean: 5,4 €¢=— Ra’ 
tanga — tang6 tanga — tang 5 P 
A et wu. ayant les valeurs ci-dessus, d’où l’on déduit 
as. : sh 
Atangf — ptanga Rp (tanga —tangB), w—A=a' (tanga — tangB). 


Les surfaces cherchées sont ainsi déterminées à l’aide de quatre 
fonctions dew: a, R, r et w: l’une d'elles pouvant être prise comme 
variable, la solution dépend bien de trois fonctions arbitraires. Un 
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calcul direct donne les expressions suivantes de À et B 


“4 
> 
4 
L 
2 
BS 
L 
3 
À 
F 


A = H(MtangB— Ntanga), B—A(M—N) 


LE 


Fr 


en posant 


— 


Wa 2 R 


> | 
G) 
COS? 3 (tanga — tang) 


M—A (e — tang = A(é—p)?, 
” &\? o 
N=p(¢+ tang?) =p(e+p) (¢ = tang). 
On en déduit 


D = 2H? dup (tanga — tangB) (4 — p?), 


F = RH?(¢? — p?) [( pa’! — Ap’) (22 — p?) — 4pp't] (tanga — tangB) 
— RH?a’ (tanga — tang )?Ap (t2?— p?)?, 


et l’on reconnaît ainsi la présence du facteur commun # — 9?, dont la 
disparition rend l’équation (c) normale. En posant F=DG, on a 
donc | 

CR LEE AE GE CE pt) aol 


4 2 hp.0 


et ’équation (c) prend la forme 
(C +0)(G+ 0) — (A?+ B?) =o, 


à désignant 2R¢’. 


2. Son discriminant est A= (C—G)’?+ 4(A*?+B?). Donc les quatre 
lignes y, qui annulent A?+ B’, ne seront solutions singulières, se 
C — Gn'est pas nul, que si A? + B? devient carré parfait, ce qui nous 
ramène aux surfaces de la classe précédente; si, au contraire, C — G 
est identiquement nul, nous avons un cas nouveau dans lequel les quatre 
lignes y sont solutions singulières : c'est celui des surfaces de cette caté- 
gorie dont les lignes de courbure sont également inclinées sur le cercle 
générateur. On a, comme on l’a vu, 


C=rR(i+é)—2ft+n(i— À). 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Mars 1895. 12 
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Les trois conditions d’identification de C — G à o sont done 


rR+n=—Re’T, rR—n=RT, E 


+ =§=— R'cosv, 
en désignant par T la quantité EEE A, La dernière con- 
dition est vérifiée identiquement par w = + =; car, développée, elle 
devient 

— =— R'cosw. 


. , Q , 3 Te ' 
Il suffira d’ailleurs d’examiner l'hypothèse » = + = ou p=1. Si w 


est variable, l’équation précédente donne immédiatement 


R tango) = m (const.). 


Soit d'abord p=1, il s’ensuit r=o, n=—RIT, et cette derniére 
équation, développée, donne 


pA’ — hp’ —)u(A—p)  Atangs + ptange 
2 Ap. “a 


tanga — tang6 


c’est-à-dire une relation différentielle du second ordre entre R et « 
qui, simplifiée, devient 


sin(a + 6) 
À H) sin(a — 6) 

Le plan du cercle générateur des surfaces correspondantes est, 
d’ailleurs, parallèle à une droite fixe, car on à g = 0. En particulier, si 
A=u,a+8=7, 0na les surfaces déterminées par 

R' 


PR ne ee eee —_ 0 =a) » 
Rtanga’ EE 4 


RTE Ge LE (aconst.); 


elles sont en gendrées par un cercle de centre fixe tournant autour d'un de 


ses diamètres, de façon que l'angle de rotation soit proportionnel au 
logarithme du rayon. L'équation des lignes de courbure est 


0? —16R"?cot?a[(4+ 1) tang? x + AUS ER 


- 4 R202, 
On les a immédiatement par une quadrature. 


Le, 1 


j 
4 
2 
z 
À 
 . 
3 
A 


SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. gt 


Considérons maintenant l’autre hypothèse 
Rtango =m; 


elle exprime qu’il ya sur Ow un point de puissance constante par rap- 
port au cercle, quand ce cercle varie. On voit facilement que ce point 
est alors fixe. En effet, ses coordonnées sont 


R 
= 5 
COS G) 


De 
| 
à 
| 

& 


donc les projections de son déplacement sont 


Ke : 
z+ ( ); enr C= An 


COS 6) 


mais 
E= — R'coso, 2n=— RT(1+ 9”), 2rR=RT(s— 92), ¢=— Re’. 


Ces égalités, jointes à la valeur de qg, trouvée antérieurement, et à la 


- condition R tangw = m, entraînent la nullité des trois projections du 
_ déplacement. Donc, les surfaces que nous considérons sont anallagma- 


tiques. La condition 27 = — RT(1 + 9?) les détermine; c’est une rela- 
tion différentielle du second ordre entre « et w. On obtient une solu- 
tion particulière en cherchant les surfaces telles que /e plan du cercle 
soit parallèle à une droite fixe parallele à Ox; on doit avoir g = 0 =r. 
Il faut et il suffit pour cela que À =, d’où T=o= 1; par consé- 
quent, « et 6 doivent être supplémentaires (et par suite constants). 
Les surfaces sont alors ainsi déterminées : 


mo COS _ w' cota 


= —— =o, €=9, p=— —> q=0, r=o, Rtango=™m; 
sin’ 


par conséquent, le plan du cercle tourne autour d’une droite, le centre 
décrit cette droite, et si u est sa distance à un point fixe de la droite, 
l'angle de rotation ) du plan du cercle et le rayon R sont donnés par les 


formules 


A ha G) 
m=— uUsiNw, R= mcote =— u COS, G==cotaL tang.| + — = 
4 


On formerait aisément l'équation des lignes de courbure, qui se 
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ramène aux quadratures dès que l’on a intégré l’équation des trajec- 
toires orthogonales, réduite ici à Ré’+ R'coswz = 0; cette intégration 
est it 

Ainsi, nous terminons par un dernier exemple du cas, qui n'a pas 
encore été rencontré, où les quatre lignes y sont solutions singulières, 
à la fois, des équations (m) et (c). Les surfaces à lignes ombilicales 
pourraient naturellement fournir aussi des exemples des autres cas. 


DEUXIÈME PARTIE. 


i 


GENERALITES. 


Dans cette seconde Partie, nous nous proposons de montrer com- 
ment on peut étudier le rôle d’une ligne ¢ = 4, tracée sur la surface S 
lieu des génératrices rationnelles G, par rapport à l’équation différen- 
tielle du premier ordre d’une famille de lignes définies géométrique- 
ment sur la surface. Observons d’abord que, par une transformation 
homographique préalable effectuée sur¢, on peut réduire 4, a 0, ce 
que nous supposerons toujours. 


§ 1. — Développement des coordonnées d'un point de la génératrice 
rationnelle. 


Les coordonnées absolues d’un point de G sont des fonctions ration- 
nelles de ¢. On peut toujours les écrire ainsi : 


| C= Lot fm X + Fi pn+n Y,+ Va QUE ge 
(1) = Yo+ gl X +o,tm +n Y,+ fee a ag anlar fi 
| Si Sy PLEINS, Je Au dE ave hs ee LEROY AT 
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sous les conditions suivantes : 2,, DO ee Ne 2 ulin las Ba Le 
sont des fonctions de w seul; si la génératrice est gauche, le détermi- 
nant | f g h| est Ao; net n’ sont des entiers positifs au moins égaux 
à1, mun entier Ao, mais positif ou négatif suivant que la ligne ¢ =o 
est à distance finie ou à l'infini, et, dans ce dernier cas, m+n, 
m+n+n sont supposés 40; enfin X,, Y,, Z,, fonctions de ¢ et 
dew, ont pour ¢ =o une valeur finie, 40. Le développement en série 
suivant les puissances entières de ¢ des trois coordonnées x, y, = per- 
mettrait, par exemple, d'arriver à-ces expressions; d’ailleurs, elles 
sont évidemment possibles d’une infinité de manières, car on peut, 
sans en modifier la forme, remplacer f,, g,, 2, par des combinaisons 
linéaires et homogènes à coefficients fonctions de u, d’elles-mémes et 
des fonctions f, g, A de la colonne verticale qui les précède, et de 
même fy, 2, Ay par des combinaisons linéaires et homogènes d’elles- 
mêmes et des coefficients des deux colonnes précédentes. La significa- 
tion géométrique des coefficients rend ce fait évident : Supposons 
d’abord la ligne ¢ = o à distance finie; x, yo, z9 sont les coordonnées 
du point décrivant la ligne ¢ =o de la surface; f, g, A dirigent la tan- 
gente à la génératrice G en ce point, f, g, 2, une droite quelconque du 
plan osculateur, f, g, h, une droite quelconque hors de ce plan 
(|f g h| Ao). Les exposants ont aussi une signification géométrique, 
et indiquent le nombre de points communs confondus avec 4 = 0 de G, 
entre cette ligne, un plan sécant quelconque, un plan tangent et le 
plan osculateur; nous appellerons m l’ordre de singularité du point 
& = o sur G : dès que mest > 1, il y a rebroussement en ce point; 
n sera l’ordre tangentiel en ce point: sin >1, ily a inflexion; enfin 
n' sera l’ordre d’osculation : si n'>1, le plan osculateur est station- 
naire. Supposons maintenant m négatif = — 7», {—0o étant alors à 
l'infini sur la surface; on peut prendre pour coordonnées homogènes 


du point 

ai = rot + FX fil Y + ferez, Lo. B32 ay Li 10, 
et alors trois cas sont à distinguer : 1° m’ < 7 le point considéré sur G 
est à l'infini dans la direction f, g, 2, qui est celle de l’asymptote 


passant par (Zo, Yor 3o)s Jar Si» À dirige une droite du plan oscula- 
teur à Vinfini, {, g», À, une droite quelconque hors de ce plan; 
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2°n+n'>m'>n, le point de G est encore à l'infini dans la direction 
fig, h, mais asymptote est entièrement à l'infini, et seul le plan 
osculateur est encore à distance finie et déterminée par les directions 
te & hy fis Bi bys (Hos Yo Fo) est un point quelconque de ce plan, à 
distance finie; 3° m’ est >n +n’, le point de G est à l'infini dans la 
direction f, g, 2, mais la tangente et le plan osculateur sont à l'infini ; 
fis Zi hy détermine un second point à l'infini de l’asymptote, (29, Yo: 30) 
est un point quelconque de l’espace. On déterminerait facilement, 
dans chacun de ces trois cas, les ordres de singularité, tangentiel et 
d’osculation du point. 

Ce mode de représentation convient naturellement au cas parti- 
eulier de G plane; il suffit de supposer »’ infini, ou de supprimer la 
dernière colonne verticale dans les expressions indiquées; alors si G 
n’est pas droite, les deux directions /, g, À, f,, g,. 2, sont distinctes. 

De plus, il est réalisable dans tous les cas, que le point 1 = 0 soit 
réel ou imaginaire, par exemple, en déterminant d’abord les coeffi- 
cients fonctions de & d’après leur signification géométrique, d'où l’on 
déduira facilement ensuite, par identification, les exposants m, n, n°. 


§ 2. — Principe de la méthode. 


C’est, au fond, celui qui a déjà été appliqué aux surfaces réglées et 
cerclées ('). Nous rapportons la génératrice G à un trièdre trirectangle T 
lié à elle et qui ne dépend que de u.Soient(æ,, yo, =) les coordonnées 
de l’origine O de ce trièdre par rapport aux axes coordonnés fixes 
Oxys, a, B, y, «,, By, Yi, %, B:, Yo les paramètres directeurs des 
arêtes OX, OY, OZ de ce trièdre, L, M, N, P, Q, R ses composantes 
de translation et de rotation (projetées sur lui-méme). Toutes ces 
quantités sont des fonctions de w seul; les coordonnées X, Y, Z d’un 
point M de la génératrice G par rapport à ce trièdre dépendent de u et 
de 4, et les coordonnées æ, y, s de ce point par rapport aux axes fixes 
Oxyz sont exprimées ainsi : 


L=X+aX+a,Y+ a,Z, Wier, th 


(1) Thèse, Chap. II, I'° Partie. 
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Les composantes suivant les arêtes de T d’un déplacement de M 
sont 
ox ( ox 


jut (L+ & + QZ—RY) toe foo 

Par conséquent, si l’on considère une famille de lignes tracées sur la 
surface S, dont l'équation traduise une propriété de ce déplacement, 
on pourra exprimer les coefficients de cette équation d’une part avec 
L, M, N, P, Q, R, et leurs dérivées, d’autre part, avec X, Y, Z, etleurs 
dérivées partielles, et l’on étudiera la composition de ces coefficients 
par rapport au facteur ¢, ¢=o étant la ligne considérée sur la sur- 
face. 

Le succès du procédé tient au choix du triedre T lié à la génératrice 
mobile. 

Pour faire ce choix, revenons aux expressions fondamentales (1) des 
coordonnées. 

Sila direction fgh n’est pas tsotrope, non plus que le plan des direc- 
tions fgh, f,g,h,, tout le long de la ligne ¢ = 0, nous pourrons prendre 
OX de T parallèle à f, g, 4, OY perpendiculaire à OX dans le plan P 
[hg ts fi, g,, h,], OZ complétant le triedre; et nous supposerons les 
développements préparés de façon que l’on ait 


Ve Oh, ees, it, Vise Si, nee = as 


de plus nous prendrons pour origine O de T le point (4,y,2,) des 
développements (1); et cela peutse faire, que ¢ = o sou à distance finie 
ou à l'infini. En particulier, si & =o est à distance finie, le trièdre T 
n’est autre chose que le trièdre naturel de G (tangente, normale prin- 
cipale, binormale) au point ¢= o de cette ligne (notons que ce point 
peut rester fixe). Si la direction /, g, A ou le plan P sont isotropes, T 
ne peut plus être ainsi choisi. On dirige alors les arêtes de ce trièdre 
par des combinaisons linéaires et homogènes convenablement choisies 
des coefficients f..., g..., k... des développements; nous ne nous 
arréterons pas à les indiquer en général, et nous nous bornerons à en 
montrer un exemple simple en traitant le problème suivant. 
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I. 


SYSTEMES RATIONNELS PLANS DIVISES HOMOGRAPHIQUEMENT 
PAR LEURS TRAJECTOIRES ORTHOGONALES. 


Proposons-nous le probleme suivant : 


A quelles conditions une génératrice rationnelle plane mobile est-elle 
divisée homographiquement par ses trajectoires orthogonales? 
BIRT V4 if 


On sait que l’orthogonalité se conserve quand on développe le plan 
mobile de la génératrice sur un plan fixe; donc il suffit de résoudre la 
question pour un réseau plan de génératrices rationnelles. Supposons- 
le défini par les expressions 


oo tot ft™X, + fi gin VG. 
Y=Yo+ gl™Xi+ Li LÉGUME 


Nous prendrons toujours le point (&,,7,, ©) pour origine du 
trièdre T(y = y, = 2) = 0), de sorte qu’on aura aussi dans le plan du 
système 

E=X+aX+aY, yoyt+BxX+Bh,Y 
(notations ci-dessus). L’équation différentielle des trajectoires ortho- 
gonales sera 
Edt + §,du=o, 
en posant 


ee DR 0X3 NORTON IX avy... (dee 
(TS) +(S)> = Gp (L+ Gp RY) + 5; (M+ 57 + RX). 


I faut donc chercher dans quel cas &, est divisible par &, c’est-à-dire 


Irv 


à quelles conditions un facteur ¢? de  apparait dans &,, de sorte que =! 


o 
quand ¢ = 0 est à distance finie, ou bien, quand cette ligne ¢ = o est à 
Pinfini, indiquent la direction dans laquelle s’éloigne le point corres- 
pondant. 


ne devienne pas infini pour ¢=o. Ici, /, g dirigent la tangente à G, 


1° La direction (/,g) n'est pas isotrope. On peut supposer « =f, 


« 
: 1 


— Li 


3 
2 
. 


oe ee ee 
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8 = 81 % =f,,0,—2, X= i"X,, Y=fyY,, de sorte que T esti 
triedre naturel de la génératrice, le long de la ligne 4 = 0. Nous pose- 
rons 

ox OY 


== fie—1 X,, ie (ODEN Ge 


Ot Ot 
X, et Y, étant finis et 4o pour ¢=o. Donc on pourra écrire 


E — t2m—2 isi Pe EmTi(LX, + Met” xe aie pri Se 


S étant fini et Ao, pour ¢=o0, et S, étant alors fini, mais pouvant étre 


nul. 


Pour étudier le rapport a, distinguons deux cas suivant que m est 
CE , . 2 
positif ou négatif. 
Sim est positif, c’est-à-dire si ¢ =o est à distance finie, le rapport 


E 


= reste fini pour £ = o aux conditions suivantes : dès que m est >1, 


L =o doit être nul, c’est-à-dire que la ligne ¢ = o est orthogonale aux 
génératrices; cela suffit, si nest 2m — 1; sin <m—1,ilfaut de plus 
que M =o, c’est-à-dire que le point singulier ¢ = o doit rester fixe. 
Ainsi les rebroussements à distance finie des génératrices, pour les- 
quels m£n +71, doivent se déplacer orthogonalement aux généra- 
trices; les autres rebroussements à distance finie (7 > n +1) doivent 
rester fixes. 
Si m est négatif = — m’, ona 


p= g-2m!—-2 Se £ — = /nl—1 ( IX = M tre Y,) = t—2mil-—1 De 
d’où 


EX, + Mey, 
S T S 3 


— pri 


£, 
E 


dont la limite est o pour ¢=o. Donc cette hypothèse n’entraine au- 
cune condition nouvelle. 

2° La direction (f, g) est isotrope. On peut disposer les développe- 
ments de x et y de-façon que (f,, g,) soit la direction conjuguée, a 
l’aide d’une substitution linéaire préalable effectuée sur ces derniers 
coefficients. Nous poserons alors 


J= ait, g—6+ i, fie — ta, Ei i, 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Mars 1899. 13 
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en assujettissant a, 6, %,, 6, aux conditions 
te af + Bias aa, + BB: = 0, 


qui sont compatibles avec les égalités précédentes, par hypothèse; le 
trièdre T est alors déterminé. On tire de là 
“= Lyt(a ae ta, yt" Xe, ae (a = CANCER WG 


— Lo + ace" X, = pen y,) a, u(t X, — (merry), 


Y = yo +($ us iB;) gry, +(6 pe iB, Patek sh 
=%)+8(t"X,+ pinrn Y, ) a 6,7(¢"X,— Psa), 


done 
SV caw YS ye Ws, 


en posant 
V — tx, W — emer ddr 5 


© et £, se transforment alors ainsi 


(5 — OV Ô — 2m+n-2Q 
Le her r reset nae ai 
OV cars 
12 or (E+ eM) 
ow 3 OV (OW : OW (OV ; 
dr (L— M) +2 ay; (SE + RW) TRS (5. ki ), 


d’où 
= em-i[X, (L + M) + em Y,(L— iM)] + tunis, 
S étant fini et A o pour { = 0, et S, restant alors fini. 

Si m est positif, il sera donc nécessaire que L + 7M = 0, c’est-à-dire 
que la ligne ¢=o0 soit isotrope; cela sera suffisant si m2 = 1; sinon, 
L — iM devient aussi nul, par conséquent les points de rebroussement 
a tangente isotrope doivent rester fixes. 

Soit m négatif, égal à — m’; on a alors 


hom (res Li laa oeal Si FENTE Tt Kat L + iM)+ ir Y,(L as iM )] + E22 +n—1 Ss, 


Et emer Ke 2 tS 
E Ss [X.(L+iM)+ ¢ Y¥2(L — iM)] + =>. 


Donc, quand m’ dépasse 7, c’est-à-dire quand l’asymptote est à l'infini, 
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il n'intervient aucune condition nouvelle. Mais, si l’asymptote est à 
distance finie, lorsque m’ + 1 est <n, il faut que L+7iM =o, c’est- 


a-dire que le point (x,, y,) doit décrire une droite isotrope. D’ailleurs, 
ona 
L+iM=az,+ By + art By J=feot 8Y0 


(les accents indiquant la dérivation par rapport à w); si g =7/, la con- 
dition est a, + cy, = const., qui exprime que l'asymptote est fixe. Les 
coordonnées homogenes sont ici 


+ ! f a = 7 — , 
L, = Lot + [Xi + fit Yi PE Dee ; Be Ny none (hee 


on am <n, et l’ordre tangentiel est, d’après ces expressions, n — m’. 
Donc le cas actuel n — m’>rest celui d’un point cyclique d’inflexion; 
ainsi la tangente en un pareil point doit étre fixe. 

En résumé, les conditions cherchées sont les suivantes : 


1° Les rebroussements des génératrices G à tangente non isotrope, à 
distance finie, et tels que mZn + 1 (en particulier le rebroussement ordi- 
nairem = 2, n =1) doivent décrire des lignes orthogonales à la généra- 
trice mobile. Les autres rebroussements à distance finie, et particulièrement 
ceux à tangente isotrope, doivent rester fixes. 

2° Les tangentes isotropes dont le point de contact à distance finie 
n'est pas de rebroussement, doivent rester fixes. 

3° Si un point cyclique est d'inflexion, sa tangente doit rester fixe 
quand G varie. 


Il résulte de la cette conséquence, que toute tangente isotrope à la 
génératrice G doit rester fixe, sauf si son point de contact est cyclique 
et n’est pas un point d’inflexion, d'où, dans certains cas, la fixité des 
foyers de G. 


Applications. — Ces conditions montrent aussitôt que tout système 
de cercles répond à Ja question; et c’est un cas où les tangentes iso- 
tropes sont mobiles, en général; un système de coniques réelles ne passant 
pas aux points cycliques, n’est solution que s’il est formé de coniques 
homofocales. Cherchons les solutions formées de lignes du troisième 
ordre; supposons-les d'abord de quatrième classe : si elles ne passent 
pas aux points cycliques, il suffit d'écrire que les tangentes isotropes 
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sont fixes, d'où généralement huit conditions déterminant une seule 
cubique; mais prenons les tangentes à la droite de l'infini, il y aura en 
tout à exprimer sept conditions, d’où une solution; si elles passent aux 
points cycliques, mais que ces points ne soient point d’inflexion, il 
restera à exprimer la fixité de quatre tangentes isotropes, soit en tout 
six conditions, d’où un réseau dépendant de deux paramètres ; si les 
deux points cycliques sont d'inflexion, les tangentes doivent y être 
fixes, d’où en tout six conditions; il reste encore à exprimer la fixité 
de deux autres tangentes isotropes, et la cubique est déterminée; ici la 
droite de l'infini, étant un axe d’inflexion, ne peut être tangente aux 
cubiques considérées. 
Ainsi nous trouvons deux solutions : 


1° Les cubiques non circulaires tangentes a la droite de Vinfini et à 


foyers fixes ; 


2° Les cubiques circulaires et à foyers fixes. 


Soit maintenant un système de cubiques de troisième classe, à un 
rebroussement. En ne considérant que des lignes réelles, nous aurons 
à examiner le seul cas du rebroussement à tangente non isotrope : il 
doit alors décrire une trajectoire orthogonale particulière; on peut se 
la donner arbitrairement, et le choix du rebroussement sur elle assu- 
jettit la cubique à trois conditions. Si la cubique ne passe pas aux 
points cycliques et admet six tangentes isotropes distinctes, leur 
fixité entraine six conditions, celle relative au point de rebroussement, 
une septième (on ne se donne pas d’avance le lieu du rebrousse- 
ment); la eubique est done déterminée en général; en prenant des 
courbes tangentes à la droite de l'infini, il y aura une condition de 
moins; d’où une solution, mais qui dépend d’une relation différentielle 
entre les paramètres. Si la cubique passe aux points cycliques, ils ne 
peuvent être tous deux d'inflexion, il suffira d'exprimer que le foyer 
unique à distance finie est fixe, soit deux conditions: et en se donnant 
de plus la trajectoire du rebroussement, on aura une solution sous 
forme finie. Ainsi nous obtenons : 


1° Les cubiques non circulaires à rebroussement tangentes à la droite 
de l'infini, dont les foyers sont fixes et dont le rebroussement décrit une 
trajectoire orthogonale particuliere ; 


a eee PE PT To 
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2° Les cubiques circulaires, a foyer fixe, dont le rebroussement se de- 
place encore orthogonalement a la cubique. 


Cette dernière catégorie peut être déterminée par des opérations 
purement algébriques, aussi bien que les familles ci-dessus de cubi- 
ques sans rebroussement. C’est la condition d’orthogonalité relative 
aux rebroussements qui empêche d’obtenir, par des opérations purement 
algébriques, les systèmes généraux de courbes unicursales répondant 
à la question. Done, quand la génératrice sera la ligne générale d'ordre p, 
quel que soit p, on pourra obtenir sous forme finie la solution du pro- 
blème. | 


III. 


ÉTUDE DES CONJUGUÉES D'UNE GENERATRICE RATIONNELLE MOBILE 
ET DES ASYMPTOTIQUES DE LA SURFACE ENGENDREE S. 


§ 4. — Exposé de la méthode. 


Nous suivrons dans cette étude la méthode générale précédente 
qui va présenter alors une simplification importante : les propriétés 
à étudier n’étant pas altérées par une transformation homographique 
quelconque de la surface S, on pourra toujours supposer le lieu ¢ = 0 
sur cette surface ramenée à distance finie, et décrit par un point de G, 
réel, ainsi que le trièdre naturel de G en ce point. Par conséquent, 
c’est ce trièdre que nous prendrons pour T, de sorte que l’on aura 


X — rtm Xa ¥ — pintn Nee Z — ERENT, 


m,n, n étant des entiers positifs au moins égaux ar, et X, Y, Z étant 
70, pouré — 0. 

De plus, les propriétés étudiées ici pourront être immédiatement 
transformées par polaires réciproques et appliquées à la surface enve- 
loppe d’une développable rationnelle mobile; en supposant, ce que 
l’on peut toujours faire, que le plan tangent ? — o à cette dévelop- 
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pable ne passe pas par l’origine des coordonnées, la signification des 
entiers m, n, n’ est immédiate : m indique le nombre des plans 
tangents à la développable passant par un point quelconque de l’es- 
pace et confondus avec ¢=0, m+n est le nombre de ces plans 
passant par un point de la génératrice rectiligne de la développable, 
mn n' le nombre de ces plans confondus, parmi ceux qui passent 
par un point de l’arête de rebroussement. 
Nous désignerons par A, A’, A” les trois déterminants 


_ tar on dx | A! 


Nu, de | —~ | du 


Ox (Oa Of EN] Ave OL OF 07 
du de 


> Ot” duot|’ — | Ou’ ot ow 


(x, y, z, coordonnées absolues d’un point de S), et nous écrirons ainsi 
les équations des asymptotiques de S et des conjuguées de G 


(1) Adt? + 2A'dudt + A"du?= 0, 
(11) Adt + A'du=o. 


Dans tout ce qui suit, nous désignerons généralement ces équalions par 
(D et (II). 

Ceci posé, considérons le triedre naturel U de G en chacun de ses 
points M (T est ce triedre le long de <=0). Soient E, 0,0, p,0,r ses 
translations et rotations quand w = const., £,, n,, Ci. p,, Gis r, les 
mêmes quantités quand ¢= const. On peut développer ces diverses 
quantités, finies et régulières pour ¢ = o, puisque G est unicursale 
par rapport à ¢, suivant les puissances entières de ¢, les coefficients 
des développements étant des fonctions de uw; d’autre part, on peut 
exprimer avec elles et leurs dérivées les trois coefficients A, A’, A”, et 
par conséquent reconnaître l’ordre infinttésimal de ces coefficients par 
rapport à ¢; d’où l’on déduira les conditions que doit remplir G le long 
de ¢=0, pour que, après suppression du facteur 4 («entier positif) 
commun aux coefficients de (1) ou (IT), le premier coefficient, cetti 
de d®, nes’annule plus pour ¢ = o. Le même procédé permet d’étudier, 
au préalable, les conditions d’abaissement de la classe de la dévelop- 
pable © circonscrite a §, le long de G, relativement au lieu t = 0, abais- 
sement qui se manifeste par la présence d’un facteur ¢* commun aux 
coordonnées du plan tangent. 


o 


- 


‘ 


= eee ee a à à ee 
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§ 2. — Résultats. 


Nous avons détaché du corps de ce travail les discussions qu’exigent 
ces recherches ('). Nous en consignons seulement ici les résultats, 
apres avoir observé : 1° que le facteur commun aux trois déterminants 
dy d3 Oz OY 
du dt du dt 
gnant par / le produit des facteurs ¢ — 4, communs à n, et C,; 2° que 
le coefficient A est égal à — r&?Z,; cela résulte de l'expression, obtenue 
par un calcul direct, des déterminants en question exprimés à l’aide 
des translations et rotations de U. Enfin, dans ce qui suit, nous dési- 
gnerons par D le lieu : — o du point considéré de G correspondant 
aux exposants m,n,n’; ce point peut d’ailleurs être fixe. Voici main- 
tenant les résultats en question : 
1° L’abaissement de la classe de © relatif au lieu D est généralement 
m — 1; il dépasse ce nombre quand D est enveloppe de G : st cette enveloppe 
est une droite, le nouvel abaissement est »; si elle est courbe, il est généra- 
lement égal au plus petit des nombres met n, et ne s'élève que sim =n, 
et si en même temps l’ordre du contact de l’enveloppe avec l’enveloppée 
s'élève lui-même ; d'une manière générale, si £ est le nouvel abaissement 
(qui s’ajoute am — 1) relatif à une enveloppe droite ou courbe, la distance 
de deux points de l’enveloppe et de l’enveloppée, infiniment voisins 
de t=o0, est d’ordre m + par rapport à #; st l'enveloppe D est un 
point, le nouvel abaissement est généralement m; il dépasse ce 
nombre den si la tangente aux génératrices G du faisceau en ce point 
fixe Dest également fixe et peut s’élever encore dès que l'ordre du 
contact de deux quelconques des génératrices du faisceau s’élêve lui- 
même; d’une façon générale, si Æest le nouvel abaissement (qui 
s'ajoute à m — 1) relatif au point fixe, et que l’on coupe le faisceau 
par un plan voisin de 4 = 0, l’ordre par rapport à ¢ de la distance de 
deux points infiniment voisins de z— o sur deux génératrices quel- 
conques du faisceau infiniment voisines est #. 
2° On vérifie aisément que les trois coefficients A, A’, A” contiennent 


directeurs du plan tangent, tels que » est €/, en dési- 


(1) Elles font l’objet d’une Note complémentaire placée à la fin de notre thèse : Sur les 
surfaces à génératrices rationnelles ; Gauthier-Villars et fils, 1894. 
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le facteur commun €; posons 
Aid, DSP Rtenae 


Nous indiquerons les conditions dans lesquelles l'équation (II) des 
conjuguées, puis l’équation (I) des asymptotiques sont divisibles par 
la puissance de ¢ de l’ordre de leur premier terme A. Dans le Tableau 
suivant, nous écrirons entre crochets, à la suite de chaque cas, l’expo- 
sant de la puissance qui disparaît ainsi des trois coefficients d, d', d”, 
déjà débarrassés du facteur £ d'ordre m—t. Il ne faudra donc pas 
omettre ce facteur quand on calculera la réduction du degré 4g — 6 
du premier coefficient des équations différentielles rendues entières 
(g degré de G), relativement au lieu D que décrit le point ¢=o de la 
génératrice; ce degré se rapporte au coefficient À = r£?t,= Ed. 


TABLEAU I. — LIGNES CONJUGUEES. 


1° No; le plan tangent le long de D n’est pas osculateur 
à G; si O est d’inflexion, la tangente à G en ce point doit 
décrire une développable le long de D [2 + n— 2]. 
1. — D west pas enveloppe 


2° N = 0; le plan tangent est le plan osculateur de G; il faut 
de G. 


que la tangente à G en soit la caractéristique le long de D: 
cela suffit si le plan osculateur est ordinaire (“’=1); sinon, 
ce plan doit rester fixe. Cas impossible pour G plane 
[m+n+n—o]. 


1° Le long de D, D et G n'ont pas même plan oseulateur: il 


Si le point O est ordinaire (m =n=n'=1), il n'y a gené- 
ralement pas d'autre condition [2], à moins que l’ordre & 
du contact de G et D ne s’éléve et alors l’ordre x du 
premier terme doit être £24 [a]. Dans le cas de G plane, 
il faut que m=, avec d’autres conditions dès que m>tI 
[4m— 2]. 

3° D courbe plane dans le plan osculateur fixe de G : m ou x 
doit être égal à 1, avec une condition d’inégalité si m — n 
[n'+ p, p» étant le plus petit des nombres m et nr]. 

4° D droite autour de laquelle tourne le plan osculateur 


de G : il faut que m ou x'=1, avec une certaine inégalité 
sim=n =1[m+on—1]. 


Il. — D ligne enveloppe 
de G. 


5° D droite et plan osculateur de G fixe : aucune autre con- 


| faut que m=1 [zr]. 
2° D et G ont même plan osculateur, mais D n’est pas plane. 
dition [2m + 22+ n'— 3]. 


ee oe Oe EN SO Pe ee 


dt abe nf ds ‘eo: à eV mn 7 


wie al ee DE L 


3 
er 
: 
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Ill. — D point. 


| 
| 


1° Le plan osculateur de G n’est pas tangent au cône C, lieu 
de OX, tangente à G: pas d’autre condition [2m +n — 2}. 


2° Le plan osculateur de G est tangent au cône C, non réduit 
à une droite : il faut que ~ ou x’=1, avec une certaine 
inégalité sin = n'=1 [am +on—2)]. 


3° La tangente à G est fixe, le plan osculateur mobile : pas 
d’autre condition [2m + 2n— 2]. 


4° Le plan osculateur de G est fixe, la tangente mobile : pas 
d’autres conditions [2m + n+ n'— 2]. 


5° Le plan osculateur et la tangente sont fixes : pas d’autres 
condilions ex général [2m +2n+n'—9], à moins que 
l’ordre du contact & de deux génératrices ne s'élève; et 
alors si m =n = n'=1, il faut que l’ordre « + 3 du pre- 
mier terme A de l'équation ne dépasse pas 2(k +1). 


Pour dresser le Tableau relatif aux lignes asymptotiques, nous con- 
serverons les divisions du Tableau précédent, avec le même numéro- 
tage, et nous y indiquerons seulement les conditions nouvelles qui ne 
figurent pas dans le précédent. 


TABLEAU IL — LIGNES ASYMPTOTIQUES. 


1. — D non enveloppe. 


Il. — D ligne enveloppe. 


IT. — D point. 


/ 


—— 


1° Siz =1, m =, le plan osculateur de D doit rester tan- 
gent à G; si 2 =1, »m = 3, D doit être une droite, et cela 
peut ne pas suffire si m > 3; si z >1, D doit être plane 
et, dès que m= 3, une droite; si z et m dépassent 3, il 
peut y avoir d’autres conditions. 


2° Il faut que le plan osculateur de G soit fixe, ce qui suffit 
si m et 2 sont £2. 
1° Dès que z > 2, D doit être plane. 


2° G gauche et O point ordinaire, pas de nouvelles condi- 
tions; G plane : m=r=t. 


O° 772 ==. 
4° mSan-+t. 


5° Aucune nouvelle condition. 


1° Dès que x > 2, il faut que OX décrive un plan fixe. 
DIT 


3°; 4°, 5° : pas de conditions nouvelles. 


Ann.de VEc. Normale. °° Série. Tome XII. Avriz 1895. 14 
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§ 3. — Étude des conjuguées et des TENTE 
en coordonnées tangentielles. 


Les Tableaux précédents se transforment immédiatement par polaires 
réciproques et permettent alors de faire l’étude des équations différen- 
tielles des conjuguées d’une famille de développables rationnelles et 
des asymptotiques de leur surface enveloppe. 

D'autre part, on sait que la transformation de Laptace conserve les 
conjuguées; de sorte que l'étude de l’équation des conjuguées des 
génératrices G ou de celle des conjuguées des développables I formées 
par les plans osculateurs des génératrices G doit conduire aux mêmes 
résultats; on le vérifie aisément en remarquant que les exposants m,, 
n,, mn, relatifs au plan osculateur de G en O (m,n,n'), ont pour 
valeur, == hy ny =n, =n. 


§ 4. — Décomposition du premier coefficient et du discriminant de (1) 
en facteurs; relation avec la développable circonscrite 0. 


Désignons par p le produit (à un facteur près fonction de wu seul) 
des binomes ¢ — ¢, qui s’annulent aux points d’inflexion de G, en les 
prenant chacun avec sa multiplicité dans la rotation r du trièdre U; 
pars le produit des facteurs de rebroussement de G; par / le produit 
des facteurs communs aux translations n, et C, ou facteurs enveloppes ; 
par g le produit des facteurs de €, non contenus dans 1, ; soient enfin 
ps, li, g, les produits analogues relatifs à la développable circon- 
scrite @, le long de G 

Appelons x;(t=1, 2, 3, 4) les coordonnées homogènes d’un point 
de S, exprimées par quatre polynomes en 4 premiers s entre eux; soit 9; 
les coordonnées du plan tangent à S, exprimées de même. Je dési- 
gnerai maintenant par A, A’, a” les trois polynomes entiers 


Ae he) Ox Ox Oa es E Ox dx 0? A Ar— Ox Ox Ox | 
|” du ot 02 |’ du dt duot| | du dt du? | 
et par A,, A), 4" les suivants 
ov de ey dv dv de dv dv 0? 
A se ee Ce Ore, Inte CPU OLE 4 ve dr d?v 
r du dt OP = r du dt dtou|’ ei Le du dt du? |’ 


lu 


, ve" tee ea) Oe 


; 
À 
7 
j 
_ 
3 
3 
a 
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de sorte que l’on a 
A, A, _ AY 


Vers NE 
d’autre part, on a aussi 
Ox Ox de dv 
() Jose = p— — Ve 
du dt (2,3,4) 1? du Ot (2,3,4) M 


el trois autres couples analogues, en permutation d'indices, les poly- 


_nomes entiers à et À, restant d’ailleurs les mêmes. Multiplions membre 


à membre les égalités (w), en tenant compte des relations 


dx de Ox Ov dx Ov dx 
NN — ES RAR Oe JE ARS = RM Skits 
1D oe —À dt Ot? AID 5; Ou aa du du’ 


et nous obtiendrons l'identité 


AB AA"=}?},. 
Un calcul semblable donnerait 
A'2— A, A"= 132. 


- (a 1 2 
Mai A AA A 


= —: donc ona 
12 N 2 
Ap Ahi À: 


RA, = À, 4; 


D’autre part, à un facteur près fonction de wu seul, on peut écrire, d’a- 
près ce que nous avons observé précédemment, 


EVE hs, A= ps*lg, Ai p81, 813 


par suite, on aura psg = p,5,g, (a un facteur pres fonction de w). 

Ces relations permettent d’étudier le discriminant A? — AA’, suivant 
les conditions du déplacement de G, de @ et leurs singularilés; nous 
aurons souvent à en faire usage. 


§ 5. — Application à un point ordinaire. 


Soit un point ordinaire de G(m =n = n'=1) quidécrit D out = 0; 
le long de D on a gs 40; les discussions générales que nous avons 
faites donnent alors les résultats suivants : 


pe. TR 
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19 Si — 0 n’est pas une enveloppe de G(/<0), il peut annuler get 
par suite A; le plan tangent à S le long de D est alors le plan oscula- 
teur de G, et cest facteur simple de g; pour qu'il disparaisse de l'é- 
quation des conjuguées, il faut que la tangente OX à G décrive une 
développable le long de D, c’est-à-dire que la développable F d’aréte 
G admette pour enveloppe la développable ¢ =o des plans tangents 
le long de D, et pour qu'il disparaisse de (1) il faut, de plus, que cette 
dernière développable se réduise à un plan, ou que le plan osculateur 
de G soit fixe. Ce cas ne se présente jamais si G est plane. 

2° Si Dest une ligne enveloppe de G, ayant en chaque point un plan 
osculateur distinct de celui de G, ou bien est un point fixe, tel qu'en 
ce point la tangente OX à G est mobile, et le plan osculateur de G non 
tangent au lieu de OX, cette enveloppe abaisse d’une unité la classe 
de @; 4 — o n'annule pas g; ¢ est un facteur simple de A qui disparait 
complètement de l’équation (1). 

3° Si D'est une ligne enveloppe de G avec coincidence des plans 
osculateurs, mais sans osculation de G et de D (en particulier, D peut 
être une droite), ou bien est un point fixe à tangente variable, le plan 
osculateur de G étant tangent au lieu de OX (en particulier, si le plan 
osculateur de G est fixe), t est simple dans /, simple dans g; done D 
abaisse la classe de © d’une unité, et disparait comme facteur double 
de l'équation (1). 

4° Si D est une Ligne courbe enveloppe avec laquelle G-a un contact 
d'ordre & >1, ¢ est de multiplicité # dans / et n’annule généralement 
pas g, de sorte que D abaisse de # l’ordre de © et disparait de l’équa- 
tion (1) comme facteur d'ordre k; cependant, il peut arriver que g 
s’'annule aussi, sans que l’ordre du contact s'élève, et alors il faut, 
pour qu'on puisse débarrasser les équations (1) et (IL) du facteur 4° 
du premier terme, que «© 24. Si D est un point fixe de G, avec tangente 
fixe et plan osculateur mobile, ¢ est un facteur double dans L et n’annule 
pas g, de sorte que D abaisse la classe de © de deux unités et disparait 
de (1) comme facteur double. 

5° Si D est un point fixe de G, avec tangente et plan osculateur 
fixes, et de telle sorte que deux génératrices quelconques G du faisceau 
ne soient pas osculatrices, ¢ est double dans l, au moins simple dans g ; 
s'il est simple dans g, D abaisse la classe de © de deux unités et dispa- 


} 
4 
2 
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rait de (1) comme facteur ériple; mais il peut être multiple dans on 
pour disparaître alors de (1) et de (II) avec l'ordre qu'il a dans A, il 
faut qu’il soit au plus double dans g, et il disparait alors des équations 
avec l’ordre 4. Si, au contraire, deux génératrices quelconques du 
faisceau ont un contact d'ordre # > r, test un facteur d'ordre & +1 
de /, et généralement gest Zo, de sorte que D abaisse la classe de © 
de # + 1 unités et disparaît de (1) comme facteur d'ordre #-+ 1: mais 
il peut se faire que g soit aussi annulé sans que l’ordre du contact s'é- 
lève, et pour que le facteur #* de A disparaisse alors des équations (1) 
et (II), il faut quex<2(4-+ 1). 


§ 6. — Solutions singulières de (I). 


Supposons d d’ordre a, d’ et d’ au moins du même ordre. Si é = 0 
est solution singulière de (1), débarrassée du facteur 2’, il faut qu’elle 
vérifie l'équation différentielle et annule son discriminant; donc, en 
DO), dE di Ed on devra avoir, pour ¢ = 0, 


12 gees ae ae 
d?—d,d,=o, a, =O 


il faut, par conséquent, que d’ et d’ soient d’ordre au moins égal à 
a +1; de plus, si l’ordre de d’ dépasse encore celui de d’ d’au moins 
une unité, ¢ = o devient racine muétzple du discriminant. 

En recherchant, d’après la discussion faite, les cas où ces condi- 
tions sont réalisées, on trouve les résultats suivants : 

1° Le plan osculateur de G n’est pas tangent à D; sim =1, na, le 
plan tangent doit étre fixe, ce qui a lieu si l'équation (1) est débarras- 
sée des facteurs du premier terme; si m= 2, 2=1 où 2, le plan tan- 
gent doit étre fixe et D dou étre une droite, et alors ¢ =o est racine 
multiple du discriminant; 7 en est de méme si m—1, lorsque D est 
ainsi une droite avec plan tangent fixe. 

2° Le plan tangent est le plan osculateur de G; si m=n=t, Il 
faut et il suffit que ce plan sow fixe, ce qui a lieu si l'équation (1) 
est débarrassée du facteur du premier terme. 

3° Si D est une ligne enveloppe, il faut qu’elle soit une droite le long 
de laquelle le plan osculateur de G est fixe, et alors ¢ = 0 est racine 
multiple du discriminant. 
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4° Si D est un point, avec tangente OX à G mobile, il faut que le 
plan osculateur de G ne soit pas tangent au lieu de OX; cela suffit si 
n—1,etsin est > 1; le lieu de OX doit, de plus, être un plan, alors 
t = 0 devient racine multiple du discriminant. 

5° Si G a un point et la tangente en ce point fixes pour t=0,t=0 
est racine multiple du discriminant; il en est de méme si le plan 
osculateur est également fixe, pourvu que, dans le cas du point ordi- 
naire (m= n = n#=1), l'ordre « du premier terme A soit inférieur a 
o(k+1), & étant l’ordre du contact de deux génératrices quelconques 
du faisceau. 

6° Si, pour ¢=o0, le point et le plan osculateur de G sont fixes, mais 
la tangente mobile, t=o est encore racine multiple du discrimi- 


nant ('). 


§ 7. — Racines multiples du discriminant de (1) supposée normale. 


Nous venons de signaler quelques cas particuliers, où il existe de 
pareilles racines; on peut étudier plus complètement la question, à 
l’aide des formules que nous avons établies. Supposons l'équation (1) 
normale, de sorte que, en désignant par A, A’, A” ses coefficients rendus 
entiers en t, on peut poser A’= eA, A”= fA(e, f entiers ent), d’où 


AA"— A—(f—e?)A?. 


Les formules du § 4 nous donnent alors, en désignant le discriminant 
J — e* par H, 
pisotH = 1}; PSE = 015181, 

qui permettront d'étudier, relativement à la développable 6, la signifi- 
cation d’une racine multiple de H. Par exemple, supposons que 4 == 0 
étant une pareille racine, le long de D(¢=0), on ait ps4o (mi n==2) 
et aussi g~o: 1° Si l'est ~o (D non enveloppe), il faut que ¢ soit 
facteur double de A,, et que p,5, 8,403 donc, pour la développable 0, 


ae On obtiendrait, de méme, les cas où t =o est solution particulière de l'équation de 
Riceati, qui détermine les conjuguées; citons notamment le cas d’une inflexion ordinaire 
(m=1, nr = 2), qui ne décrit pas une enveloppe de G, ou celui d’un point ou d’un plan 


tangent fixe, en général. 
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¢=o doit être un plan tangent ordinaire 015,40, et, d’après le § 5, 


>. . ih . \ 9 . 
© doit être osculatrice à | enveloppe de ce plan, du moins en général 


(cas particulier : D droite avec plan tangent fixe). 2° Soit =o (D en- 
veloppe); si ¢ est facteur simple dans J, il devra être simple dans À,: 
ce sera un facteur enveloppe ordinaire de ©, qui roule ainsi sur la dé- 
veloppable des plans tangents (maintenant bien déterminés) à S le 
long de D. Si z est facteur double dans /, et alors G sera généralement 
osculatrice à D, il sera sûrement facteur double de H. On voit, par 


ces simples exemples, les applications qu’on peut tirer des formules 
du § 4. 


TROISIÈME PARTIE. 


APPLICATIONS. 


Nous allons appliquer les résultats précédents : 1° au cas où G est 
une ligne plane; 2° à celui où elle est une cubique gauche; dans ces 
deux cas, nous chercherons d’abord à déterminer la ligne G, de façon 
qu’elle soit divisée homographiquement par ses conjuguées, puis, lors- 
qu’il en est ainsi, à reconnaitre quand l'équation des asymptotiques 
est normale, et à en trouver alors des cas d’intégration. 


L. 
LIGNES PLANES DIVISÉES HOMOGRAPHIQUEMENT PAR LEURS CONJUGUÉES. 


§ 1. — Conditions imposées à la génératrice G. 


1. Le Tableau I donne immédiatement, pour une génératrice plane, 
les résultats suivants : 


1° Toute tangente d'inflexion de G doit décrire une développable ; 
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2° Tout point de G situé sur la caractéristique C du plan mobile de 
cette ligne doit décrire une ligne enveloppe de G, ou rester fixe. Si ce 
point est mobile et non situé sur Varéte de rebroussement A enveloppée 
par C, ou sur C supposée fixe, il ne doit pas être de rebroussement 
(m =1); s'il est situé sur A, on doit avoir m =n ence point, et, des que 
ces nombres dépassent 1, de nouvelles conditions deviennent nécessaires 
(voir la discussion générale). St ce point est fixe, il faut seulement que, 
dans le cas où la tangente à G en ce point est la caractéristique C sup- 
posée mobile, il ne soit pas Vinflexion (n= 1). 


2. Conditions pour que U équation des asymptotiques soit normale, — 
Les conditions, qui doivent alors s’ajouter aux précédentes, s’obtien- 
nent aisément par la considération du Tableau correspondant, résul- 
tant de la discussion générale. 

Énonçons ces conditions supplémentaires seulement dans le cas 
usuel de met n&2; il faut et il suffit alors, en plus des conditions 
précédentes : 1° que tout rebroussement non inflexionnel (m = 2,n =1) 
non situé sur C décrive une asymptotique particulière (tangente du re- 
broussement dans le plan osculateur de la trajectoire D); 2° que toute 
tangente inflexionnelle dont le point de contact n'est pas sur C décrive 
un plan; 3° que tout point de G situé sur l’arête de rebroussement 
(courbe) A soit ordinaire (m = nr —1). 


3. Solutions singulières de (1) (cas usuel de m, n°2). — 1° Un pointdeG, 
non situé sur la caractéristique C, ne décrit une solution singulière que 
si le plan tangent le long de cette ligne est fixe; cela suffit si le point 
n’est pas de rebroussement; sim = 2, il faut de plus que la trajectoire 
du rebroussement soit droite, et le discriminant prend une racine double 
correspondante (qui existe déjà dans les mêmes conditions dès que 
m=1); 2° un point mobile de G situé sur C ne décrit jamais une pa- 
reille solution ; 5° à un point fixe de G, à tangente mobile non confon- 
due avec C, en correspond toujours une sin = 1; sin — », il faut que 
la langente inflexionnelle décrive un plan; il n’en correspond jamais 
une, si la caractéristique C mobile est la tangente à G; si la tangente et 
le point de G sont fixes, on a une racine double au discriminant. Ces 
résultats se tirent immédiatement du § 6 de la seconde Partie [(1) est, 
bien entendu, supposée normale]. 


7 
a 
t= 
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Enfin les racines multiples du discriminant seront étudiées dans 


chaque cas particulier à l’aide des formules du § 7 de la seconde 
Partie. 


$ 2. — Applications simples. 


1° St G est une conique, on aura deux cas possibles : ou bien elle 
est sécante à la caractéristique C, ou elle lui est tangente. Dans le pre- 


-mier cas, les deux points de rencontre doivent décrire deux enveloppes 


(pouvant se réduire à des points fixes); le polynome Z est annulé en 
ces deux points, et g y est différent de o; la développable circon- 
scrite @ est de seconde classe, c’est ‘un cône. Le discriminant H est 
donné par l’équation 


psg? H = 1), ou egasi— ll, (Ps &> Pis &1, indépendants de ¢); 


il n’aura deux racines doubles que si / et /, ont les mémes racines, 
c’est-à-dire si @ roule sur les deux développables / = o des plans tan- 
gents le long des enveloppes de G, ou, si ce sont des points, lorsque 
le plan tangent y est fixe; une solution singulière de (I) correspondra 
nécessairement à un point ou à un plan tangent fixe; ainsi on retrouve 
immédiatement des résultats connus ('). La seconde classe de coni- 
ques divisées homographiquement par leurs conjuguées est formée par 
celles qui sont tangentes a la caractéristique C de leur plan, qui peut 
être une droite fixe; alors elles sont tangentes à l’arête de rebrousse- 
ment À enveloppe de C, ou ont un point fixe; si elles ne sont pas os- 
culatrices 2 A, ou n’admettent pas un point avec tangentes fixes, la 
développable @ sera de troisième classe. Dans le cas contraire, elle est 
de deuxième, les surfaces peuvent être considérées comme cas limite 
des précédentes. : 

Supposons © de troisième classe; l'équation (1) sera normale, son 
discriminant sera étudié par les formules trouvées ci-dessus; l’enve- 
loppe annule let g comme facteur simple; de plus, ps, est indépen- 
dant de 4, puisque © est de troisième classe (et ne peut être un cone, 
car 9,5, g, serait alors du second degré au moins, et son égal psg n’est 


(1) Poir BLurTeL, Annales de l *Ecole Normale supérieure, 1890. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. — Avri 1895. 19 
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que du premier), donc g, est identique à g et divise /,, et H est égal [a 


: l : 
un facteur o(u) près] au quotient À, = —; H aura deux racines 


24 


1 

doubles, s’il en est ainsi de /,, c’est-à-dire quand la développable @ 
sera osculatrice à deux développables fixes, ou, comme cas particulier, 
contiendra deux droites avec plans tangents fixes. Une solution singu- 
livre de (1) correspondra nécessairement à un plan tangent fixe. D'où, 
par exemple, par quadratures, les lignes asymptotiques de la surface 
algébrique engendrée par une conique qui reste tangente à une droite et 
à quatre plans fixes ('). 

2° Si le degré de G dépasse deux, les solutions ne peuvent plus 
s’obtenir immédiatement. Cependant, on peut réaliser géométrique- 
ment de nombreux cas particuliers; l’un des cas les plus intéressants 
est celui où la caractéristique C est fixe; on sait qu’alors les conjuguées 
des génératrices G sont les lignes de contact de la surface S avec les 
cônes circonscrits dont les sommets décrivent C; il en résulte évi- 
demment qu’on peut ici déterminer par le calcul, sans intégration, 
toutes les familles de génératrices divisées homographiquement par 
leurs conjuguées. Considérons, en particulier, le cas d’une génératrice 
cubique : 1° Pour qu’elle soit divisée homographiquement par ses conju- 
guées, il faut et il suffit que les points (ordinaires ou non) où elle ren- 
contre C, sans lui être tangente, soient fixes, que ses tangentes d’in- 
flexion, dont le contact n’est pas sur C, rencontrent cette droite en des 
points fixes et qu’un rebroussement situé sur C soit fixe; 2° pour que l’é- 
quation (1) soit alors normale, il faut de plus que les tangentes inflexion- 
nelles ayant leur contact hors de la caractéristique décrivent des plans 
[solutions singulières de (1)] et qu’un rebroussement situé hors de C dé- 
crive une asymptotique particulière; si l’on donne les points fixes situés 
sur C, les plans fixes décrits par les tangentes d’inflexion, et, s’il y a 
lieu, l’asymptotique particulière lieu du rebroussement, on constate 
facilement qu'il en résulte, pour déterminer G dans son plan, des con- 
ditions qui ne sont pas surabondantes ; ces données peuvent d’ailleurs 
être liées entre elles; par exemple, on sait qu’il y a une relation entre 


(+) On forme facilement l'équation de cette surface, qui est du quatrième degré, et qui 
admet la droite enveloppe des coniques comme droite double; c’est aussi une enveloppe 
de quadriques dépendant d’un paramètre, 


— 
> 


M 
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les points de rencontre de C avec G et avec ses trois tangentes d’inflexion, 
ou avec ses tangentes d’inflexion et de rebroussement; de sorte que, 
si G a un rebroussement et que C la rencontre, ainsi que sa tangente 
d’inflexion, en quatre points distincts fixes, il en sera de même du point 
d’intersection de C avec la tangente de rebroussement, et, par consé- 
quent, si l’équation (I) est normale, le rebroussement restera alors 
dans un plan fixe. On arrive donc au résultat suivant : On peut, lorsque G 


_ est une cubique dont le plan tourne autour d’une droite fixe, construire 


géoméiriquement, sans intégration, toutes les familles de génératrices 
telles que (1) soit normale. De plus, on formera facilement des cas où 
cette équation sera immédiatement intégrable par quadratures, les 
points et plans tangents fixes correspondant déjà à des solutions sin- 
gulières ou à des racines multiples du discriminant. Exemples : G ad- 
met C pour tangente inflexionnelle, les deux autres inflexions décrivent 
deux droites sur deux plans tangents fixes (le discriminant est carré 
parfait). — € est encore zangente inflexionnelle, les deux autres tan- 
gentes d’inflexion décrivent deux plans fixes, et la cubique reste tan- 
gente à deux autres plans. — G est tangente à C, la coupe en un point 
fixe d'inflexion, et les trois tangentes d’inflexion décrivent trois plans 
fixes (deux solutions singulières, une racine double au discriminant). 
— G a un rebroussement et est tangente à C, la coupe en un point 
fixe, la tangente d’inflexion décrit un plan, la tangente de rebrousse- 
ment aussi, et le rebroussement une droite (id.). — Le rebroussement est 
fixe, ainsi que l’autre point d’ intersection de G avec C; la tangente d’in- 
flexion décrit un plan, et la cubique est tangente à un plan fixe (quatre 
solutions singulières), etc. Du reste, voici comment on peut faire 
l'étude analytique de la question, G étant quelconque, dans ce cas par- 
ticulier où la caractéristique C est fixe. 


§ 3. — Cas où le plan de la génératrice tourne autour d'une droite fixe. 


1. Désignons, en général, par (x) un point de coordonnées homo- 
gènes &,, 22, æ3, &,. Soient (a), (b) deux points fixes à coordonnées 
constantes de la caractéristique C, (£) un point mobile à coordonnées 
fonctions de udu plan de G; pour que G soit rapportée à ses conjuguées 
à = const., il faut et il suffit que le point de rencontre de sa tangente 
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en un point avec C soit fonction de ¢ seul. Donc, on pourra prendre 
pour coordonnées de cette tangente rapportée au triangle (a, b, £) 
dans le plan de G, les quantités 1, 9, H, 9 dépendant de ¢ seul, H det 
et dew; si G est rationnelle et divisée homographiquement par ses 
conjuguées, © et H seront des fonctions rationnelles de #, qu’on choi- 
sira, une fois la classe de G donnée, de manière qu elle soit aussi d’un 
degré donné. Les coordonnées du point de G par rapport au méme 
triangle seront exprimées par 


0H do OH 09 
Pop oF Con ie 


(qui peuvent avoir un facteur commun) et par suite, dans l’espace, 
leur expression générale (qu’on applique successivement aux quatre 
coordonnées, à l’aide des quatre indices 1, 2, 3, 4) sera 
M 0H es 0H ,d¢ 
z=a(s Ot — HSE) — 0S + E58. 

En résumé, si p, g, r sont les trois polynomes en ¢ premiers entre 
eux, coordonnées de la tangente par rapport à (a, b, €), il faut et il 
suffit, pour avoir toutes les génératrices G divisées homographiquement 
par leurs conjuguées, que le rapport ? = » soit à coefficients constants, 


indépendants de wu; et l’on peut former, par des opérations algébriques, 
toutes les solutions de la question. 


2. Le plan tangent à la surface S doit contenir le point (5) 


Ou 
Ox _ OH dH 09 PH , 09 og 
oul (eo — an ae) — geen + ES (=); 


donc ses coordonnées, par rapport au tétraèdre (a, b, &, &’), sont 


Ou 
1, ©, H, Da: 
de sorte que ses coordonnées homogènes (~) seront déterminées par 
les équations 


ee } 
melon Ts Z2br = 9, 2Ev =H, ZE! — CLR 
du 
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d’où l’on déduit facilement la condition suivante pour que la surface S 


admette un cône circonscrit le long de G : H doit vérifier une équation 
de la forme 


oH 
won, +nH + po+q=o0, 


à coefficients m, n, p, g fonctions arbitraires de wu; d’où 


H=Ko+Lv+M, 


K, L, M étant des fonctions de u, et v une fonction arbitraire de ¢. 


3. L’équation des lignes asymptotiques se forme en calculant les 
déterminants 

de av 02° 

‘ou ot OF |’ 


2 
eee 


Dies Ou Ot Ou? 


à l’aide des relations suivantes, tirées de celles qui précèdent : 
ov wate . 2 F 
Di it Ses = DE FE Des =i 
Op de ag dv _ OH pO gee 
DE Er Die 0. D see D, — Oude 
09 dv  0*9 Oe = ANS ŒH 
Moi? Po Tone ne = 2: 0® dude’ 
029 a ! wees 
Se=0 . Paie lina EL DEC Fe 


© s’obtient aisément, c’est le erect du déterminant dont la pre- 


_mière ligne est 


OH 0H 
du” Ou’ 


I, 9, > 


et dont les quatre dernieres lignes sont formées avec les quantités 
a, b, &, &, &”, affectées de quatre indices successifs, par le détermi- 
nant|a b & &|; il résulte de là que l’équation des asymptotiques est 


09 ®H _ 0H 0 ME) ae D io 
ot ov dt Of dt 


qui peut servir à rechercher des cas d'intégration. 
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§ 4. — Détermination de toutes les génératrices rationnelles planes 
de classe donnée divisées homographiquement par leurs conjuguées. 


Laissant de côté le cas particulier précédent, nous allons montrer 
qu’on peut toujours obtenir, par des opérations purement algébriques, 
les génératrices rationnelles les plus générales de classe m divisées homo- 
graphiquement par leurs conjuguées. La génératrice la plus générale de 
classe m n’a pas d’inflexions; ses points de rencontre avec la caracté- 
ristique C décriront généralement 2 (7 —1) enveloppes qu'on ne peut 
donner arbitrairement sur la développable engendrée par le plan deG, 
car, dès que m dépasse 3, on a ainsi un nombre de conditions surabon- 
dant pour déterminer G. La solution repose sur la remarque suivante : 
C n’étant pas une droite fixe, les tangentes 4 G le long d’une de ses 
conjuguées engendrent une développable tracée sur l’enveloppe F du 
plan de G; réciproquement, si l’on trace sur I’ une famille quelconque 
de lignes, les enveloppes de leurs tangentes en tous les points d’une 
même génératrice rectiligne envelopperont, dans chaque plan tangent 
à I, une ligne plane, dont on connaît immédiatement les conjuguées 
quand son plan varie : si les génératrices rectilignes de F sont définies 
par u = const., les lignes tracées sur elles par ¢ = const., les généra- 
trices G correspondront aussi à u=const., leurs conjuguées à 4=const. 
Cela va nous permettre, d’abord, de former l'expression générale des 
coordonnées d’un point et du plan tangent d'une surface, rapportée à un 
système de sections planes et à leurs conjuguées, ensuite de résoudre la 
question particulière que nous nous sommes proposée. Nous distin- 
guerons deux cas, suivant que la développable I n'est pas un cône, ou 
en est un. 

1. T'n’est pas un cône. Désignons par (Ë), fonctions de wu seul, les 
coordonnées homogènes d’un point de l’arête de rebroussement A de 
I et par F une fonction arbitraire de w et ¢; nous pourrons exprimer 
ainsi les coordonnées d’un point deT : 


y =EF EF 


(les accents indiquent la dérivation par rapport à «). 
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Une tangente aGs iné ints ( oy 
g à G sera déterminée par les points (y), (2 » et ona 


0 
so = Au ENB; 
done, si l’on rapporte G au triangle (&, &, €”) de son plan, les coor- 
données de la tangente à cette ligne pourront être exprimées par F, 
F’, F’et, par suite, celles du point de contact par 

| F' OF” OF’ OF OF" OF" OF 


PEU Ore a PURE Ne ec iie Sisk 
at F Ore D. Fr PS; Ot 


(qui peuvent avoir un facteur commun). Par conséquent, si l’on dé- 
signe, d’une manière générale, par |«, 8,y| le déterminant des trois 
quantités «, 8, y et de leurs dérivées successives par rapport au, l’ex- 
pression des coordonnées d’un point d’une surface S rapportée à un sys- 
tème de sections planes u = const. et au système conjugué sera 


= [erg 


dt 


(F fonction arbitraire de u et de z). 


2. Le plan tangent à la surface S est déterminé par les trois 


GONG oY. 
points (y), (3); a or, ona 


ony. 
du? 


— EF” af E'F'— E"F'— EUR; 


donc les coordonnées de ce plan, par rapport au tétraedre (&, &’, §”, 6”) 
pourront s'exprimer par F, F’, F’, F”. Par suite, ses coordonnées ho- 
mogenes (#) seront déterminées par les équations 


Sew eh Se: Ihe =F’, 
d’où l’on déduit que, si la surface admet un cône circonscrit le long 


de chaque génératrice G, F doit vérifier une équation linéaire, la va- 
riable étant w, c’est-à-dire être de la forme 


F—Zo(u)#;(t) ER) 


On déduit également de là l'équation des asymptotiques de S, par 
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un calcul absolument semblable à celui qui a été fait dans le cas de la 
caractéristique fixe. On trouve ainsi l'équation 


le oF Sala bte dr [FREE F] dut =. 


3. Supposons maintenant que G doive étre rationnelle et divisée homo- 
graphiquement par ses conjuguées, il suffit evidemment pour cela que le 
rapport >; sou rationnel, de façon que les coordonnées de la tangente 
à G eat proportionnelles à trois polynomes entiers en £et l’on a ainsi 
toutes les solutions de la question. Il reste à montrer qu’on peut choi- 
sir, sans intégration, ce rapport de façon que G soit de classe donnce 
m. Soient p, g, r trois polynomes entiers en ¢ premiers entre eux, de 
degré m, qui expriment les coordonnées de la tangente 4 G dans son 
plan, par rapport au triangle (&,&, &”). On aura donc, p étant une 
fonction convenablement choisie, 


F2, b= pd; Fes pr 


d’où, entre p, g,r, la condition nécessaire et suffisante 


d’où l’on ürera r, p et q étant supposés donnés, de façon que (P= 99 
P 


soit entier. Appelons g le plus grand commun diviseur à p et g, de 
degré m'£m, de sorte que p=PiS, 4 — 98; Pp, et, étant premiers 
entre eux; la condition revient à celle-ci : p, doit diviser g (Pi — 4); 
soit # le plus grand commun diviseur de degré m'£m' à get p,, de 
sorte que g = g.4,p,=p.k (g, et p, premiers entre eux); il faut 
alors que p,# — q, soit divisible par p,. Ainsi, 2 étant un autre poly- 
nome entier en ¢, on a l’identité . 


Qi = kp, + Rp, 
d’où les expressions suivantes de p, q,r: 
P=P2sik’, q=NnE&1k, r= silk, —(h’—h)qy); 


comme p, q,r Sont supposés premiers entre eux, g, doit donc être de 


—". sh. 


\ 


LA 


> 
2] 


q 
Be: 
3 n 
4 
D- 
q 
q 
» 
4 
= 


= +. =) 


* ESS 
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degré o, c’est-à-dire que m’= m’. Donc la génératrice de classe m sera 
déterminée par les coordonnées tangentielles suivantes : 


p= OF, q=nk, r=kq,—(kh'—h)g avec Gg kO' = AQ, 
Æ étant un polynome entier arbitraire de degré m’< _ h un autre de 


1 


A , QUO 2 1c 
même degré, et Q un troisième de degré m — 2m (de sorte que m'<— ); 
2 


il faut d’ailleurs qu’il n’y ait de racines communes, niaQ et Q’, ni à 


QetÆ,nià£et À, ni enfin à Æ et # — À. Ainsi, le théorème énonce 
est démontré. 


4. La condition que Q’ et Q soient premiers entre eux revient à dire 
que Q n’a ni racines constantes, ni racines multiples; car une racine 


a(u) de Q satisfait à l'identité pee + Q’= 0. On a d’ailleurs 


et la forme des coordonnées montre qu’on peut toujours altérer F d’un 
facteur fonction de w; par suite, il en sera de même de Q et l’on pourra 
également supposer À de degré inférieur à #. On a 


donc 


Ge, G'= 2G, G4 — 


h,, h, étant de nouveaux polynomes entiers; d’où 
4 ) I 
P=6('+ 70) F=6 (or F0'+ 70), Pr=G(0"+ or). 


On déduit de là une autre forme des expressions p, g, r et les coor- 
données du plan tangent sous forme entière : ces dernières seront 


s - ho aes . 
donc d’ordre m + m’, et premières entre elles si 7 est irréductible ; 


ainsi la classe de la développable circonscrite est généralement m + m’. 


5. Le polynome # égalé à o détermine les points de contact de la 
génératrice avec la caractéristique C; on peut vérifier qu'ils sont tou- 
Ann. de l’fic. Normale. 3° Série. Tome XII. — Avni 1895. 16 
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jours sur l’arête de rebroussement, en remplaçant # par (t—a)°k,, 
. or O”q eae ; ; ' 
dans les expressions gy, —75)7°** qui déterminent le point de con 


tact. On constate alors que, si w =1, le point est ordinaire et que, 
siw >t, il y a d’abord un abaissement w — 1 du degré de la géné- 
ratrice, et il reste un point de rebroussement inflexionnel m= n=, 
ce qui est conforme aux résultats déjà obtenus. En particulier, si & 
est une constante, F se réduit au polynome entier Q, et on a alors 
toutes les génératrices non tangentes à Varéte de rebroussement. 

Il. La développable Test un cône; soit (a) les coordonnées con- 
stantes de son sommet, (£) un point variable avec wu sur la géné- 
ratrice C du cône. Représentons un point de F par 

dy LT 


ERP TE A Bn MN ia ae nl, ee 7 
Y=ËE- ar, d’où Du ee aF', TE = —"—aF’. 


Done, la tangente à G sera déterminée, relativement au triangle de 
son plan (a, €, &), par les coordonnées 1, F, F’, et le plan tangent à la 
surface S, relativement au tétraèdre (a,&,&,&”), par les coor- 
données 1,F, F’, F’; d’où l'expression générale des coordonnées d’un 
point de S rapportée au système conjugué (£,u), et l'équation de ses 
asymptotiques, absolument comme dans le cas précédent. Pour que G 
soi rationnelle et divisée homographiquement par ses conjuguées, il faut 
et il suffit que F sou une fonction rationnelle de t et on a ainsi, sans 
intégration, toutes les solutions de la question. Montrons qu'on peut 
choisir F, sans intégration, de façon à avoir toutes les génératrices de 
classe donnée m. Soient p, g, r les trois polynomes en 4, premiers entre 
eux, coordonnées de la tangente. On aura done 


d’où 


Il faut choisir g et p de façon que r soit entier et premier avec eux. 
Soit de plus grand commun diviseur à p’ et p(les racines communes 
à ces deux polynomes sont les racines multiples ou constantes de P). 
Posons p = p,d, p'=p,d, p, etp, étant premiers entre eux: q devra 
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être divisible parp,, soit g = g,p,; on aura donc les expressions sui- 
vantes des coordonnées 


P=Pidh Po  T=Q—QiPr=GiPit V1(Pi — Pr), 

d désignant le plus grand commun diviseur à p et p’. D’ailleurs il est 
facile de voir que p ne peut avoir une racine simple variable, sans 
qu'elle soit commune aux trois coordonnées, de sorte que p, divisera d; 
d’autre part, g, doit étre premier avec d, car une racine commune à 
ces deux polynomes, ou est racine multiple de p, par suite appartient 
ap, ou ar, ou bien est constante, et annule g', par conséquent 7; il 
doit l'être aussi avec p,. Ainsi, pour former les génératrices de 
classe m, on prendra d’abord p à racines constantes ou multiples, on 
en déduira d puis p, et on choisira g, arbitrairement, pourvu qu'il 
soit premier avec d. On UE toujours choisir p sous la forme p°d,, 

p, étant de degré m’ tel que m22m’, etn’ayant que des racines simples 
variables. — p, = o détermine les points où G est tangente à C; comme 
ils correspondent à des racines ak Gerprcce aoe de q, ils 


r ; 
annulent les deux coordonnées oe ds To re ee sans annuler 


la troisième, c’est-à-dire qu’ils sont confondus avec le point fixe, ce 
qui est conforme aux résultats déjà obtenus. Enfin, les coordonnées 


du plan tangent seront proportionnelles à p, q, 7,7 —Er, c’est-à-dire : 


ap, 9,1, Fr — P? ret, comme p, n’a pas de racine commune avec Ps our, 
Pi 


les coordonnées, rendues entières, seront premières entre elles, 
d'ordre m +m’, qui est la classe de la développable circonscrite. 


§ 5. — Génératrices rationnelles planes de degré donné divisées 
homographiquement par leurs conjuguées. 


1. Soient p,q, rlescoordonnées entières de degré m, premières entre 
elles, de la tangente à G, déterminées dans le plan de la AE par 
la méthode précédente; G sera généralement de degré 2m — 2, sans 
inflexion, et les coordonnées d’un de ses points s eS i par 
or of, 7 oP or 0q Op 


JSF 


nr aden ad Sera sy; Poe To? 
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pour qu’il y ait abaissement du degré, il faut que ces polynomes aient 
un facteur commun; 1° si ce facteur appartient ap, on voit aussitôt 

ae : 10 ; or : 0q : , ’ 4 
qu il doit annuler aussi os puis 9 = — 75,3 258 il n’est pas dans p, 
posons 


RL | 
D. P 91 


mais , d 0 
etnous voyons que le facteur doit être commun à et TE. Reprenons 


alors les deux cas précédents. 
I. I'n’est pas un cône; toute racine multiple de p annule 4, par 
suite g; donc, pour qu’elle produise un abaissement du degré, il faut 


qu’elle annule 9, c'est-à-dire qu’elle soit multiple dans#; d’autre part, 


dt 
| 0, = 0? +0’; it les ra nee CO 99 
ona, dans ce cas, 9,= 97+ 9’; parsuite are ae 


: : do a : 
sont les racines constantes ou multiples de =-- Ainsi, pour exprimer 
un abaissement donné du degré, on devra choisir # avec des racines 

do 
multiples, ou exprimer que PTE. des racines constantes ou multiples; 


comme dépend des polynomes #, Q et de leurs dérivées par rapport 


au, ces dernières conditions seront différentielles. 

II. l'est un cône; une racine multiple de p annule p,, par suite g, 
oq 
dt : 
dep, simples), par suite à 7; on aura donc à exprimer seulement que p 


a des racines multiples constantes, et p étant ainsi choisi, qu’elles 


x 


done -—*, c’est-à-dire qu’elle doit appartenir à g, (toutes les racines 


or 0g A AE re : 
annulent g TI an 2 D d’où des conditions différentielles entre les 
polynomes p, q, arbitrairement choisis; d’autre part, on a, dans ee 


cas, ©, — 9’; il y aura donc encore à exprimer que & a des racines 
constantes ou multiples, d’où des conditions où ne figurent pas les 
dérivées des coefficients. 

Par conséquent, nous n’obtenons pas, en general, les solutions d’un 


degré donné sans intégration. 


2. Ces considérations sont applicables aux cubiques de troisième et de 
quatrième classe, divisées homographiquement par leurs conjuguées. 
La méthode que nous venons d'exposer fournit aisément les premières 


j 
1 
7 
1 
= 
É 
2 


ere 


‘ 


* FY. ete set SS 1: 


,* 
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en rapportant la surface engendrée au systeme conjugué; du reste, on 
aurait pu aussi les obtenir directement en se donnant la développableT, 
avec les enveloppes de G et de la tangente d’inflexion tracées sur T; 
dans le cas le plus général où G a trois lignes enveloppes, distinctes 
entre elles et de l'enveloppe de la tangente inflexionnelle, ces données 
ont entre elles une relation qu’un calcul direct donne facilement. 
Pour les cubiques de quatrième classe, la méthode précédente se 
complique dans certains cas, par suite des conditions d’abaissement 
du degré; mais alors la donnée des enveloppes de G et de ses tangentes 
d’inflexion permet encore la détermination directe de la cubique par 
le calcul. En résumé, les résultats qui précèdent permettent d'obtenir, 
dans tous les cas, les familles de cubiques planes divisées homographique- 
ment par leurs conjuguées; ils facilitent également l’étude des lignes 
asymptotiques de la surface S correspondante, et la recherche de cas 
particuliers d'intégration. 


§ 6. — Détermination de nouvelles familles de génératrices rationnelles 
divisées homographiquement par leurs conjuguées. 


La méthode employée pour déterminer les génératrices planes de 
classe donnée, possédant la propriété en question, peut être regardée 
comme une application de la transformation connue de Laplace, qui 
permet de passer d’une nappe à l’autre de la surface focale d’une 
congruence de droites. Cette transformation conserve les systèmes 
conjugués, et est rationnelle par rapport aux coordonnées des points 
de la surface transformée. Donc elle permet de déduire, des familles 
de génératrices rationnelles planes que nous venons de former, une 
suite indéfinie de nouvelles familles possédant la même propriété 
relativement à leurs conjuguées. On peut, en suivant un procédé 
indiqué par M. Darboux (!), obtenir, à l'égard de ces familles, des 
systèmes de formules tout à fait analogues à ceux que nous obtenons 
quand la génératrice est plane (?); nous nous proposons de revenir 
ailleurs sur ce sujet. 


(1) Darsoux, Leçons de Géométrie, 2° partie, 1°’ fascicule, Chapitre VI. 
(2) Voir Comptes rendus, décembre 1889. 
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IT. 


DES CUBIQUES GAUCHES DIVISÉES HOMOGRAPHIQUEMENT 
PAR LEURS CONJUGUÉES. 


Soient G une cubique gauche, T la développable de troisième classe, 
formée par ses plans osculateurs; les seuls facteurs communs aux trois 
déterminants A, A’, A" ne peuvent provenir que d’enveloppes de G ou 
de T. D'ailleurs, au point de vue des conjuguées, il y a, comme on sait, 
réciprocité entre G etl’; cette réciprocité ne se conserve plus pour les 
asymptotiques, et notamment on a vu qu'un facteur simple de A, 
correspondant à une enveloppe de F, ne disparait du premier terme 
de l’équation des asymptotiques de la surface S engendrée par G, que 
si cette enveloppe se réduit à un plan osculateur fixe. Nous allons cher- 
cher d’abord quelles enveloppes peuvent et doivent avoir G et Y pour étre 
divisées homographiquement par leurs conjuguées. Nous désignerons 
par © la développable circonscrite à S le long de G, par & l’enveloppe 
des développables F (correspondant à S par la transformation de 
Laplace), par T la ligne de contact (correspondant à @) de T avec &. 


§ 4. — Formules préliminaires. 


1. Nous représenterons ainsi la coordonnée homogène générale d'un 
point de G, rendue homogène par l'introduction de la variable z, 
qu’on pourra toujours supposer égale a 1, aa 


2== a+ 3 bts?+ 3cts*+- dz 


(les quatre coordonnées se distinguant toujours par quatre indices 
successifs 1, 2, 3, 4). Les coefficients (a, b, c,d) sont seize fonc- 
tions de uw dont on peut supposer le déterminant | 4, 6, c, d| égal 
a1; la cubique dépend en réalité de douze arbitraires, la transforma- 
tion générale homographique pouvant être effectuée sur ¢. Le plan 
osculateur sera déterminé par la coordonnée générale 


wo= D+ 3Bes+ 3Cse2+ As’, 
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les seize quantités A, B, C, D étant déterminées en fonction de a, b, c, 
d, par les relations 


DAT, ZAP =o, SA C= 0; SAG=o 
2h40, 2Bb——1, 2Bé= 0, 2bd=D, 
2020, 200—=0, AC 2040: 
ZDia= o, a) bie o, SE, 2Da= i, 


de sorte que | A, B, C, Dj = —4+. 

Le point de coordonnées a,,.a,, a,, a, ou (a) est le point {= + de 
la cubique, (d) le point =o, (b) un point de la tangente en (a), 
(c) un point du plan osculateur, et aussi de la tangente en (d); de 
sorte que, si l’on rapporte la cubique au tétraèdre de sommets (a), (b), 
(c), (d) formé par les plans osculateurs aux points (a), (d) et les 
plans tangents menés par chacun de ces points et la tangente qui con- 
tient l’autre, on pourra prendre comme coordonnées du point de la 
eubique par rapport à ce tétraèdre : §=2°, n——1z, (—1:2?, 
7 =-—s*, et les coordonnées correspondantes du plan osculateur 
seront 5°, —4{z°, d°z, — 2°; en désignant par X les coordonnées cou- 
rantes par rapport au tétraedre primitif de coordonnées, on a d’ailleurs 


HAN, weeSBX, C= SCX,- c—2DX. 


2. Si l’on désigne par H et K deux polynomes entiers en z à détermi- 
ner, la coordonnée ¢ du plan tangent à S sera de la forme 


Déterminons K, H par la condition que ce plan contienne le point 


du 
par rapport à u, des seize coefficients a, b, c, d, à l’aide de seize fonc- 


tions de u, M, N;, P;, Q;, @=1, 2, 3,4), définies par les équations 
linéaires de la forme suivante : 


(Sz) soit Ze S= —o. Nous introduisons ainsi les dérivées a’, b’, c’, d’, 


a =M,a — 3M,b + 3M,c—M,d, bD'—N,a—3Nb+3N;c—N,d, 
c'=P,a —3P,6 +3P;c—P,d, d'=Q;a—3Q,b+3Q;c—Q,d, 


128 M. LELIEUVRE. 


ou par celles-ci, 


A '——M,A+3N,B—3P,C+0Q,D, B'=—M,A+..., 
c’=—M,;A-+..., D'=—M,A+..., 


de sorte que, quand les seize fonctions M, N, P, Q sont données, la 
cubique G, oul’, sont déterminées par un système d'équations différen- 
tielles linéaires. On a alors 


ee = 40, 3b. acy eee 


en posant généralement 


G—M2+ 3Nézs?+ 3Pis?+ Q2?’; 


, , Oe 
de sorte que les quatre polynomes G sont les coordonnées du point => 


dans le système (&, n, ¢, 7). De même, 


sae AT SRI aCr ENS 


en posant 


T,=M,+3M3¢3?+3M;¢3s?-+M,3', T,—N,@+ 3N,¢5?+3N3¢3,+N,5°3, 
Peer PEN AE ee 


ae 0x 
La condition DE =o permet alors de prendre pour H et K les 
polynomes 


H = G,#+ 2G,¢z + G 2°, K = G;¢?+ 2G,¢s + G, z?, 


qui sont du cinquième degré; donc © sera généralement de septième 
classe, et un abaissement de cette classe proviendra des facteurs com- 
muns à H et K. Dans le système de coordonnées (&, n,€, 7), l'équation 


du plan tangent est 


oF | OF 
Ke I ‘Oat 


en appelant F le premier membre de l’équation du plan osculateur 
F=ré?+ 30025 + 3né¢s?+ F233, 


Si 0 es i à és ( 
est un cone, on aura, en désignant par &, n5, Co, Tos ce que de- 


Æ 
2 
E 


ae D ha SS deh das ae LE. =" 
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viennent €, TT quand on y remplace les coordonnées courantes X 


par celles du sommet du cône, 


OF, Oe 


pee “OZ 


== O's 

de sorte que, si K, et H, sont les quotients premiers entre eux de K et 
H par leur plus grand commun diviseur, @ est conique quand ces quo- 
tients sont proportionnels aux deux dérivées partielles d’un polynome 


du troisième degré en z et z; par suite, H,, K, seront au plus du second 
degré. 


3. Les mêmes calculs, effectués pour la développable T, donnent 
l'équation du point de contact du plan osculateur avec son enveloppe 


OR nies OnE: 


en désignant par F, le premier membre de l’équation tangentielle du 
point G et par R et S les deux polynomes 


De le | ST, eel l,, 


d’où la condition, analogue à la précédente, qui exprime que T est 
plane. Les facteurs communs à R et S déterminent l’abaissement du 
degré deT. 


4. Formons l'équation des conjuguées à l’aide de ces fonctions fon- 
damentales H, K, R, S.Ona 


= Sa =—2 (Ht + Ks). 


Pour calculer A’ = => aoe introduisons les deux dérivées par- 


tielles des polynomes G, et formons-en les polynomes 


et _ 0G; 2 OG, a OG, F OG; de OG, 

TEE ot Of Sr Oz FE al DAT PR 
OG .0G OG, , OG 

Be jot Sree +. PR ie Lots i y oe 


Ann. del’Ec. Normale. 3° Série. Tome XI. — Avyrit 1895. 17 
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et nous aurons identiquement 


H=/ft+/:4, K=gt+ £12, R=ft+ g3, S=fit+ 14, 
A'== 3 (Ri Sa 


5. Les quatre fonctions (H, K), (R, S) sont d’ailleurs liées par les 
identités suivantes, qui déterminent l’un des couples, connaissant 


l’autre, 
— 6(R+H)= _ es 6(8 4 K)= 2 
et 
Rt+S83=—Hi+ Ks=—*. 

6. Désignons par Fé une enveloppe t = 0 qui abaisse de « unités la 
classe de @, de 8 unites l’ordre de T (un de ces nombres pouvant étre 
nul) (1). Les formules précédentes montrent : 1° que, si «46, A est, 
par rapport à l’enveloppe, de l’ordre du plus grand des deux nombres, 
qui surpasse nécessairement l’autre d’une unité; 2° que, si «= 6, 
A est au moins d’ordre «+1, mais peut être d'ordre supérieur; 3° que, 
si l’on exprime qu’une enveloppe abaisse, par exemple, la classe de @ 
de « unités, elle abaissera, sans nouvelle condition, l’ordre de T de a—1 
unités; une condition de plus s’introduit, si ce dernier abaissement 
est a; de sorte que, dans les deux cas, l'existence d’une enveloppe EE 
équivaut généralement à « + $ conditions imposées à la cubique; ce 
nombre ne s'élève que si a étant égal a 8, A doit être d’ordre supérieur 
aa+I. 


§ 2.— Condition pour que les conjuguées dépendent d'une équation 
de Riccati. 


{. Il faut et il suffit pour cela que H¢ + Kz divise /g,— gf,, d’où 
six conditions entre les M, N, P,Q. Or, on a identiquement, d’après 
les relations ci-dessus, 


2(J81— sf.) =/K — 8H, t( fgi1— efi)=eiH—S.ik; 


(1) La signification géométrique des nombres « et 8 résulte des discussions faites dans la 


seconde Partie, et résumées pour le cas d’un point ordinaire, au § 6 de cette seconde 
Partie. 


SUR LES SURFACES A GENERATRICES RATIONNELLES. 5 À 


done, si p désigne le quotient entier de fg, — g/, par He 4- Kz, on de- 
vra avoir 


H(g+pst)=K(f—ps*), K(fi+pst)=H(gi—pe). 
Soit D le plus grand commun diviseur à H et K, de sorte qu’on a 
H — H,D, K = K,D. 


Des égalités précédentes résulte qu’on devra avoir les identités sui- 
vantes, où À et u désignent deux polynomes entiers en 2, 


f—p2?=iHi, gtpst— AK, &i—pl—pK,, fi+ pzt=pH,, 
d’où 
ft+gz—R=A(Ht+K,;:), fit+giz=S=u(H;t+K,;z). 


Le polynome H,z + K,z est le quotient de Ht + Kz par D; nous le 
désignerons par 6, de sorte qu’on a 


A— Do. 


On voit donc que, pour que les conjuguées dépendent d’une équation 
de Riccati, z/ faut que R et S soient divisibles par 6. (Nous écartons, bien 
entendu, le cas spécial où A est identique à o, c’est-à-dire où les cu- 
biques G forment un système d’asymptotiques de S.) Montrons que 
cette condition est suffisante; supposons vérifiées les identités 


ft+gz—=X\(Ht+K:s), fit-+612—p(H,t+K,2) (A, p, entiers en ¢). 
On en déduit, p, étant un autre polynome entier, 


F =D: + p14, & = AK,— pt, 
d’où 
faz=H—/ft=H(D —Àt)— p1st, g13=K—gt=K;(D —Àt)+p;l; 


par conséquent, 
s(fit+gi2)= (D — À6), 


d’où, d’après l'hypothèse /, ¢ + g,z = 0, l'identité 


D=i)t+ pz, 
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qui entraine celle-ci, 

fa=pHi— pit, 813 = Kipz + pit, 
de sorte que », doit être divisible par z : p, =e; par suite, on à 


f—=AH, + p2?, g& —AK,—pzt 
et 
SK — gH=29(Kz+ Ht)=3(fgi— 8h); 
et la condition est suffisante. 

Ainsi, i faut et il suffit que R et S soient divisibles par à; et Yon peut 
évidemment remplacer cet énoncé par le suivant : # faut et il suffit 
que H et K soient divisibles par d, en désignant par d le quotient du 
polynome R¢ + Sz par le plus grand commun diviseur a R et S. 

Il résulte de là que toute enveloppe à indices inégaux E% disparaitra 
comme facteur commun du premier terme de l'équation différentielle des 
conjuguées, et que, pour qu'il en soit de même d’une enveloppe à indices 
égaux Kz, il faut que A soit au plus d'ordre 2%. Ces résultats sont con- 
formes aux conditions énoncées dans le § 6 de la seconde Partie. 


2. Il faut maintenant rechercher quelles enveloppes doit et peut 
avoir l’ensemble GT pour être divisé homographiquement par ses 
conjuguées. Pour cela, nous allons d’abord montrer comment on doit 
former les polynomes H, K, R, S pour que la condition ci-dessus soit 
remplie. Les relations fondamentales qui les lient nous donnent, en 
remplaçant Hz + Ks par Dé, 


Ae aC eee sie sumed 00 
3R=357+D5,—3H,D, 385 + DS —3KD. 


Done, il faut et il suffit que D & — 3H, ), D (S — 3K, ) soient 
divisibles par ¢, ou bien soient Montage nuls; dans ce dernier 
cas, on aura 


t— +s— = 34; 


donc à est du troisième degré, par suite aussi D et on a généralement 
0 

trois E}, trois E}, la lasse: et l’ordre de © et T étant égaux à 3. Sauf 

dans ce cas, à et D auront nécessairement un facteur commun et par 


> 
> 
= 
2 
3 
2 
À 
k. 
j 
4 
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conséquent G et l'auront au moins une enveloppe commune; soit V 
le plus grand commun diviseur à D et à, de sorte qu’on a 


D — VD,, V0): 


laissons de côté le cas exceptionnel où le degré g de V = 0; alors, sin 
est le degré de D, p = 6 — n celui de 6, q étant 21, il en est de même 
de n etp, et g ne dépasse pas d’ailleurs le plus petit des nombres n 


et p. Les conditions précédentes se ramènent maintenant à celles-ci : 
Oo, 


Ô ; : un 
en — 3H, et ree — 3K, doivent être divisibles par d, ; donc, si l’on 


appelle « et 6 deux polynomes entiers en ¢, on devra avoir identique- 
ment 


ves ey PR RE 


0 


ds — 3K;— Go, (avec H,é+ K,z=—V0,); 


d’où il suit aussitôt que « et B doivent être de la forme 


IOV TEE … p—q—3 OV 
q dt ~ PE q Oz me 


U étant un polynome de degré g — 2. Ainsi, en résumé, pour former 
les polynomes H, K, R, S, satisfaisant aux conditions imposées, on pro- 
cédera de la façon suivante : On choisira Ventier n de x à 5, dou 
p=6—n, puis un polynome V de degré q21 mais au plus égal au plus 
petit des nombres n et p, et un polynome U de degré q — 2 (siq<2, 


U est = o)et on calculera a, 6 par les formules 


p — g —3 OV Uz, pg ew Rod A 


qd Ot q Os 


Oss 


on prendra ensuite un polynome arbitraire 6,, de degré p — q et on 


formera avec lui H, etK,. 


00, 


où 
dE 


HV =~ 045 eee a. — Bo, 


(6, doit étre choisi de façon que H, et K, sotent premiers entre eux; en 
particulier, il est premier avec V ). Enfin, on prendra arbitrairement D, de 
degré n — q et l’on aura 

H — H, VD,, K —K, VD,. 
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On obtient alors, toutes simplifications faites, | 
av aD av aD, | 
sR=0 [D (20 +a)+V SE | 38—0[D,(a$+8)+v aa |? 


de sorte que, généralement, à est le plus grand commun diviseur a R 
et S. Quant au premier coefficient A, il est égal à — 2D, à, V?. 

On pourrait évidemment procéder en sens inverse et former d’abord 
RetS au lieu de H et K; il y a correspondance par polaires réciproques 
entre les cas possibles, de sorte que l’ordre de T et la classe de © 
s échangent entre deux cas correspondants. 


§ 3. — Classification des ensembles GI divisés homographiquement 
par leurs conjuguées. 


Les formules que nous venons d’établir vont nous permettre de 
déterminer les enveloppes, dans chacun des cas qui peuvent se pré- 
senter; ensuite nous prouverons que, réciproquement, on peut assu- 
jettir l’ensemble variable GI à posséder les enveloppes trouvées, et 
qu'il est alors divisé homographiquement par ses conjuguées. Nous 
allons indiquer la classification en faisant varier n seulement de 5 à 3; les 
autres solutions du problème seront polaires réciproques de celles-là. 


1% GROUPE : n = 5; © est un cône de seconde classe. — Les surfaces S 
correspondantes (à génératrices G) sont polaires réciproques des 
surfaces engendrées par une conique, lorsque la développable cireon- 
scrite est de troisième classe. Nous aurons p=1,g=1, PEACE as 

q 


U =o, à, — /(const.), et nous pouvons supposer V = 4, d’où « = — 3, 
Fonte KE 6 et 
, oD, 


oD 
D — _ = Sr Nay es 
FD? 3R u( D+¢ a )> 91 7a 


Si D, n’admet ni la racine ¢=0, ni racines multiples, T est du 
sixième degré, jamais plane; l'ensemble GT possède une E!, quatre E° 
distinctes. 


a 
à 

© = 
+ 
} 

=. 

J 

4 
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Le degré de T s'abaisse : 1° Si t = o est racine de D,; on a alors, en 
posant D, = ¢D,, . 


donc si D, n’a pas de racines multiples, T est du quatriéme de- 
gré et c’est une ligne plane, d’après la condition trouvée plus haut 
(§ 1, 2, 3) pour qu'il en soit ainsi; cette solution est donc com- 
prise parmi celles qu’on obtient en appliquant la transformation de 
Laplace aux lignes planes de troisième classe et du quatrième degré, 
divisées homographiquement par leurs conjuguées; les enveloppes 
sont ici une E}, trois E}. Le degré de T s’abaisse encore d'une unité si 
D, a une racine double, d’où, si elle n’est pas ¢ — o, une E3, une E!, 
une Ki, et de deux unités si D, a une racine triple, qui supposée ~ 0, 
correspond à une E}, une E; : dans ce cas, T est du second degre; si la 
racine double ou triple de D, est t= o, on a d’autres combinaisons 
qui n’altèrent pas le degré de T et peuvent être considérés comme des 
cas limites des précédents. 2° Le degré de T s’abaisse encore si D, a 
des racines multiples, soit d’abord une double; si les deux autres sont 
distinctes, T est du cinquième degré et on a une E;, une E;, deux E/; si 
elles sont confondues, T est du quatrième degré et on auneE,, deux E; ; 
enfin, si les quatre racines de T sont égales, T est du troisième degré, 
on a une E}, une E;. On constate dans tous ces cas que R et S ne peu- 
vent satisfaire à la condition nécessaire pour que T soit plane. 

Réciproquement, l’un quelconque de ces cas est réalisable en assujet- 
tissant GT à posséder les enveloppes correspondantes, qui disparaissent de 
l'équation des conjuguees : on le constate, toujours de la même façon, en 
comptant le nombre des conditions imposées à G ($ 1, 6), et appliquant 
les résultats généraux (§ 6, II° Partie ). 


DeuxIèME GROUPE, 2 = 4; © est de troisième classe. — On a p=2, 


q —1 Ou 2. 
JR 
1° p=2, g=—1. On prendra-V=#, ie ool == 9, 3 == 0, 


‘Si 


puis 6,= 2, d'où 


Sr 2, 3K,=, 
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de sorte que 3H,t, 3K,¢ sont les dérivées partielles de ¢?z : donc O 
est un cone; les surfaces S correspondantes sont parmi les polaires réci- 
proques de celles qui sont engendrées par une cubique plane de troi- 
sieme classe. On trouve d’ailleurs 


aD, 38 —sv D: 


ae ae (DD; 0 = 20) 


sR ov 


donc T est plane et du quatrième degré, si D, n’a pas de racines mul- 
tiples; on a alors les enveloppes suivantes : une Eÿ, une E,, trois E’; 
si D, a une racine double, supposée différente de zs = 0 ett = 0, Test 
du troisième degré, on a une Ef, une E}, une E}, une E’; si D, a une 
racine triple, T est du second degré, et l’ensemble GT est polaire 
réciproque d’un ensemble du groupe précédent. 

2° p= 2,q = 2, V ayant une racine double, soit V—#: on prendra 
6;=1, U—3/(const.); d'où 


Dd — ED == é-+ lz, K;=— lt, 
BR =3|D,(¢— 30s) + ¢ ab 38 = 0¢(3/D,+ (Se): 


@ west jamais un cône; T est du cinquième degré, si D, n’admet ni la 
racine {— 0, ni racines multiples; on a alors : une E° d'ordre 4 
dans A, deux FE}; si D, admet la racine ¢= 0, son autre racine étant 
distincte de celle-là, T est du quatrième degré, non plane; on a une E; 
d'ordre 5 dans A, une E’; si D, a une racine double “0, T est égale- 
ment du quatrième degré, on a une E} (d’ordre 4), une E!; enfin, si D, 
a une racine double 4 — 0, T est du troisième degré, non plane, on a 
une E; d'ordre 6 dans A. 


AR A ie ee 
3° p= 2, g=2, V ayant deux racines distinctes, soient = — 0, 


t= 0; on prendra V=tz, 6,=1, U= ST (const), d’où 


z t 
H= (HT), Ki—=(t— 0), 


3R—0z ES + De ? 
i 2 Ot | 


38 = [D St 2M. 


| 
| 
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© ne devient un cône que si l’ensemble GT rentre dans une des 
catégories précédentes. Si D, n’a ni racines s ou £—0, ni racines 
multiples, T est du cinquième degré; on a deux Hy, deux E’: si D, 
admet une seule des racines = ou ¢=0, T est du quatrième degré, 
non plane; on a alors : une E}, une E?, une E!; si D, admet les deux 
racines z = 0, t= 0, T est du troisième degré, non plane, on a deux E;; 
si D, a deux racines égales différentes de z = o et 1 — 0, T est du qua- 
trième degré, on a deux E}, une E!. 


3° Groups. — n = 3; O est de quatrième classe, T sera au plus du 
quatrième degré, et il est inutile d'examiner les cas d’abaissement 
de ce degré qui correspondent à des solutions réciproques des précé- 
dentes. On a, dans ce cas, 


VO) UE Se VO) Ur, 
dt 02 
0 = 0 
3R =| 5; (vD.) uns] 38 =o = VD +Ud,¢|, 


de sorte qu’il y a réciprocité complete entre G et T; © et T deviennent 
en même temps, l’un un cône, l’autre une ligne plane, sous la condi- 
tion U =o; g peut prendre, dans ce cas, les valeurs 0, 1, 2, 3; U est 
nul seulement pour g = 0 ou 1. Dans le cas exceptionnel de g = 0, on 
a trois E°, trois E;, et l’on constate que les autres valeurs de g donnent 
des combinaisons d’enveloppes qui peuvent être regardées comme cas 
limites de celle-là, une E° et une E} se superposant en une E', deux E; 
en une E», ..., et qui sont: 2E\, 1E,, rE); 1E,1E;,1E;; 3E;, 1E;, 
1E!; une E; ; mais les enveloppes Ky et E; sont dans le cas exceptionnel 
d'un abaissement de À égal à 4 ou 6 unites; © n’est un cône et T une 
ligne plane que si l’on attribue à U la valeur o; et l’ensemble cherché GT 
doit alors être donné par la transformation de Laplace appliquée aux 
lignes planes de troisième classe divisées homo graphiquement par leurs 
conjuguées et telles que la développable circonscrite à la surface qu elles 
engendrent soit de même classe. gi 
Réciproquement, une quelconque des combinaisons d enveloppes que 
nous venons de reconnaître comme seules possibles est effectivement réal- 
sable et correspond à un ensemble GT divisé eye epiiquement par ses 
conjugués, car le nombre des conditions imposées a GT ne dépasse jamais 
Ann. de U’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Mat 1895. 18 
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10, comme on le vérifie facilement, et les facteurs enveloppes satisfont aux 
conditions d’après lesquelles ils disparaissent du premier terme A de l’équa- 
tion des conjuguées (II* Partie, §6). | 


§ 4. — Détermination de quelques solutions. 


1° Quand @ est un cone du second degré, les surfaces S sont polaires 
réciproques de celles qu’engendre une conique tangente a une ligne 
enveloppe dans son plan osculateur, ou dontle plan passe par un point 
fixe, la tangente à la conique étant la caractéristique du plan; elles 
sont done déjà connues en général. Mais il reste à déterminer celles 
de ces surfaces S pour lesquelles le degré de T s’abaisse. 

2° Quand T est une ligne plane, nécessairement de troisième classe 
au plus, les surfaces S correspondantes s’obtiennent par l'application 
de la transformation de Laplace aux lignes planes de cette classe divi- 
sées homographiquement par leurs conjuguées, et telles que la déve- 
loppable circonscrite correspondante soit de méme classe; cette dernière 
condition exclut certaines de ces lignes, mais le choix est facile par 
les méthodes que nous avons indiquées au Chapitre précédent; par 
exemple, si le plan de T n’a pas de point fixe, on trouve que la fonc- 
tion F (Chap. I, §3) doit être de la forme a,¢° + 3a, + 3a,t + a,; 
si elle a une racine double, le degré de T s’abaisse à 3; si elle a une 
racine triple, à 2; l'application deux fois répétée de la transformation 
de Laplace fournit le cône circonscrit 6, qui est généralement de qua- 
trieme classe, mais peut être de troisième ou de deuxième. 

3° En dehors de ces deux cas spéciaux, il est difficile d'obtenir en 
général les solutions dont nous avons montré l'existence; dans la plu- 
part des cas, on ne peut se donner arbitrairement les enveloppes cor- 
respondantes parce qu'on assujettirait ainsi la cubique G à plus de 
conditions qu'il n’en faut pour la déterminer. Cependant, on peut obte- 
nir de cette manière bien des cas particuliers qui se construisent ainsi 
sans intégration, en réduisant certaines des enveloppes à des points, 
droites ou plans, à savoir : une E! à un point fixe (dont la donnée assu- 
jettit la cubique à deux conditions), une E! à un plan osculateur fixe 
(deux conditions), une E} à une tangente fixe (trois conditions) ou à 


rt “te” 2 


=, 


vw 


4 
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“4 
3 
c. 
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un plan osculateur avec son point de contact fixes (quatre conditions ), 
une E, à une tangente avec point de contact fixes (quatre conditions ), 
une E) à un point, tangente et plan osculateur fixes (cing condi- 
tions), et généralement aussi une Ef, « et B étant 22; l'augmentation 
des nombres « et 8 correspond, comme on l’a vu, à celle de l’ordre du 
contact de deux lignes quelconques G ou de deux développables quel- 
conques I du faisceau; si un des deux nombres augmente d’une unité, 
l’autre restant fixe, il en résulte une seule condition nouvelle, de sorte 
que la donnée d’un point fixe comme enveloppe EË équivaut à 
a + 8 + 1 conditions, sauf si, dans le cas de a = 6, l’ordre du premier 
coefficient A de l’équation des conjuguées s’élève au-dessus de « + 1, 
jusqu’à 2a, sans que « varie; chaque élévation d'une unité pour 
l'ordre de A introduit alors une nouvelle condition. Plus généralement 
une ligne enveloppe E° de G ou une developpable enveloppe de T, E! 
étant données, assujettissent l’ensemble tangent en un point donné ou 
suivant un plan donné à quatre conditions, une E; (coincidence des 
plans osculateurs) à cinq, une E; (contact du second ordre entre G et 
l'enveloppe) à six, et généralement une ligne EË à « + B + 3 condi- 
tions, sauf dans le cas de « = f, et de l’élévation de l’ordre de A ('). 
Voici quelques solutions qu’on peut obtenir algébriquement d’après 
ces indications : 


1 GROUPE. — @ est un cône du second degré; il suffit de rechercher 
les cas où le degré de T s’abaisse; on cherchera naturellement à déter- 
miner® : soit le cas d’une enveloppe quelconque E; d’un point, tan- 
gente et plan osculateur fixes E; et d’une E); donnons-nous d’abord 
E; et E;; toutes les cubiques doivent avoir même rayon de première 
courbure au point fixe; en se donnant ce rayon, le cône © sera déter- 
miné pour chaque position de son sommet sur la courbe E/; l'enveloppe 
de ce cône mobile sera la surface S cherchée, et la caractéristique G de 
ce cône possédera nécessairement une troisième enveloppe E,, en plus 
de celles qu’on s'était données d’abord; T est, dans ce cas, du qua- 
trième degré; soit encore donnée une tangente fixe E;, un point, tan- 


(1) Nous avons montré (Thèse, Note complémentaire) que l'expression de ces condi- 
tions pouvait toujours se faire sous forme finie. 


de. 4 
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gente et plan osculateur fixesE;; la cubique G est ainsi assujettie à onze 
conditions et peut être déterminée algébriquement : T est du troisième 


degré. 


2° Groupe. — Indiquons des cas où T n'est pas une ligne plane : 
donnons-nous une ligne enveloppe arbitraire E; (d’ordre 4 dans A), et 
deux E° (points fixes); la cubique G tangente en un point déterminé 
de E? est assujettie à 9 +1 +4 — 712 conditions qui la déterminent, 
d’où une solution obtenue algébriquement avec deux fonctions arbi- 
traires; réduisons l'enveloppe E; (4) à un point, tangente et plan oscu- 
lateur fixes, une E? étant un point, l’autre une ligne quelconque : nous 
avons une solution avec trois fonctions arbitraires; si on réduit la se- 
conde E° à un point, on a une solution avec une fonction arbitraire; T 
est alors du cinquième degré; elle s’abaisse au quatrième, lorsqu'on a 
une Eÿ(5), une E? : on a des solutions en réduisant à un point succes- 
sivement chacune d’elles; T est du troisième degré, si l’on prend des 
cubiques ayant une ligne enveloppe arbitraire E;(6) : la cubique tan- 
gente en chacun des points de l’enveloppe est assujettie à douze con- 
ditions. Enfin, voici des exemples pris dans la dernière subdivision de 
ce groupe : une tangente fixe E;, une enveloppe courbe arbitraire E;, 
deux points fixes E) (T est du cinquième degré); ou deux points avec 
tangente et plan osculateur fixes (deux E,) (T est du troisième degré); 
ou une courbe enveloppe arbitraire E;, un point avec tangente et 
plan osculateur fixes E>, un point fixe KE} (T est du quatrième degré); 
dans le premier et le troisième exemple on peut remplacer la courbe 
Ki} par une tangente fixe. 

On remarque que la transformation de Laplace appliquée au 
deuxième exemple (deux points fixes E°) fournit une autre solution 
de même catégorie; par conséquent, tous les ensembles GT divisés 
homographiquement par leurs conjuguées ne peuvent étre obtenus par 
l'application répétée de cette transformation, effectuée d’abord en par- 
tant d’une génératrice plane. 


3° GROUPE. — En voici quelques exemples qu’on peut réaliser géo- 
métriquement : deux tangentes fixes E;, un point fixe E°, un plan os- 
ena Dir ey : 2 
culateur fixe E}; ou un point, avec tangente et plan osculateur fixes E;, 
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mais apparaissant comme facteur quadruple dans A, un point fixe E° 
un plan osculateur fixe E}; ou une enveloppe arbitraire E;, et deux 
tangentes fixes E, : en particulier, trois tangentes fixes E! ; un point, 
tangente et plan osculateur fixes Eÿ, avec contact du second ordre entre 
deux cubiques, et aussi entre deux développables T du faisceau, le 
facteur correspondant étant de multiplicité 6 dans A, etc. 

4° La méthode générale de détermination des solutions est naturel- 
lement l'intégration de l’un des systèmes simultanés de la forme déjà 
indiquée : 
(1) | a'=M,a—3M,b+3M,c—M,d, 


A’=— M,A+ 3N,B—3P,C+ QC, 

(2) | 

dont les coefficients M, N, P, Q sont liés par les conditions du pro- 
bleme; cette intégration peut se faire dans des cas particuliers, par 
exemple le suivant : l’ensemble admet une enveloppe E;, et deux tan- 
gentes avec points de contact fixes KE}. Supposons que ces points fixes 
soient t= 0, 3 = 0; alors @,, a, a3, a, sont proportionnels à des con- 
stantes, d,, d,, d,, d, aussi; on peut d’ailleurs supposer effectuée préa- 
lablement sur ¢ une transformation homographique ¢= À1,, qui ra- 
mène les coordonnées (a) à être constantes, le déterminant | abcd | 
restant toujours égal à 1, ce qui entraîne la condition 


M, — 3No+ 3P;— QO, = 0; 


l'existence des deux points avec tangentes fixes exige que 


M,= M.=M;= M,=N;:—N,= Py =e 03—= 050, 
de sorte que les équations du système (1) se réduisent à 
Pepe = Nia 3Nib, = 3P,c— Pid, d'=Q,d, 


et la condition M, — 3N, + 3P, — Q,= 0 entraîne Q,=o. Il reste à 
exprimer l'existence d’une enveloppe E; : on forme pour cela les poly- 
nomes H et K, on exprime qu’ils ont la racine commune d= az, et 
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qu’elle est double dans le polynome Hz + Ks; on arrive ainsi au sys- 
teme simultané suivant : 


WO: b'=P,(ax?— ba), c'=P,(ca—a), == 6 


(P, est une fonction arbitraire de w). On l’integre facilementet, en ap- 
pelant 8 une fonction arbitraire de w qui remplace P,, on trouve 


Ti ee aB'du, Ly f3=38i2*, 24=—— pect (Eo + 35, 

Nous ne savions réaliser géométriquement ce cas que quand l’en- 
veloppe E} était une droite. 

On peut étudier l’intégration des systèmes (1) ou (2), dans des cas 
plus généraux, par un procédé que nous avons indiqué ailleurs (*). 
Nous nous proposons de revenir sur ce sujet, et d'étudier particulière- 
mentles solutions telles que la cubique G sozt la caractéristique d’une 
quadrique mobile de raccordement d'une surface réglée. 


§ 5. — Des lignes asymptotiques de la surface S engendrée 
par la cubique G. 


L'application des résultats généraux de la deuxième Partie montre 
que l’équation différentielle de ces lignes est normale, sans nouvelle con- 
dition, sauf lorsqu'il existe des enveloppes EK}; elles doivent alors se re- 
duire, comme nous l'avons vu, à des plans osculateurs Jixes. Les solutions 
trouvées ci-dessus permettent de rechercher des cas d'intégration, les 
points ou plans osculateurs fixes donnant déjà, en général, des solu- 
tions singulières. Dans le cas particulier où © est un cône du second 
degré, la question a déjà été étudiée (III* Partie, Chap. I, Applications 
aux coniques), et les cas polaires réciproques des cas d'intégration 
signalés alors donnent des solutions du problème actuel; rappelons 
notamment que le discriminant de l’équation des asymptotiques est 
carré parfait quand la développable de troisième classe circonscrite à 


$e 


(1) Comptes rendus, 6 novembre 1893. 
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la surface lieu de la conique génératrice admet des enveloppes doubles ; 
il en sera donc ainsi, dans le cas actuel, lorsque le polynome désigné 
par D, lors de la classification (§ 3) a deux racines doubles ou une 
racine quadruple (cas correspondants signalés de l’abaissement du 
degré de T); un exemple nouveau de ce cas est celui de la surface 
que nous venons d’oblenir ci-dessus par l'intégration du système (1), 
les enveloppes étant : deux tangentes avec contacts fixes E!, et une 
enveloppe courbe E!; les deux tangentes E, correspondent chacune à 
une racine double du discriminant et l’équation des asymptotiques se 
décompose en deux équations de Riccati. 

Un autre exemple est fourni par le cas d’une tangente fixe Ej, d’un 
point avec tangente et plan osculateur fixes E> et d’un point fixe E’ 
(9 est de quatrième classe, T du troisième degré). Au point fixe E? 
correspond une racine double du discriminant, à l’autre point fixe E} 
une solution singulière; la cubique dépend encore de deux paramètres 
arbitraires qu’on peut lier algébriquement par une relation exprimant 
qu'elle reste tangente à un plan fixe, nouvelle solution singulière. 
Soient ¢=o le point E, z =o le point E‘; en choisissant convena- 
blement le tétraedre de référence, on a les coordonnées sous la forme 
suivante : 


Late, ee OLS, XL3—(3nb +2ma)t?s—matz?, Lgl — 2), 


m,n étant des constantes dépendant de la tangente fixe; en reliant les 
paramètres a et b par la condition de contact de la cubique avec un 
plan tangent fixe, on obtient une relation algébrique entre les para- 
mètres a et b qui détermine une surface S algébrique dont les asympto- 
tiques dépendront d'équations de Riccati. 

Enfin un dernier exemple très simple est celui de l’ensemble ayant 
deux points E? avec tangente et plan osculateur fixes; à ces points 
correspondent deux racines doubles du discriminant qui est alors carré 
parfait: tous ces résultats découlent immédiatement de nos discussions 


générales. 


SUR 


LES SPIRALES HARMONIQUES, 


Par M. L. RAFFY, 


MAITRE DE CONFÉRENCES A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


CHAPITRE I. 


PREMIÈRES SOLUTIONS, 


1. L'objet de ce travail (') est la détermination de tous les éléments 
linéaires harmoniques qui conviennent a des surfaces sptrales. 
Tel est, par exemple, le suivant 


(m) ds*= (au™ — bo") (du? + dy”), 


ou les lettres a, b, m désignent des constantes arbitraires. En effet, 
d’après une proposition due à M. Maurice Lévy, tout élément linéaire 
homogène, de degré autre que — 2, appartient à une infinité de spi- 
rales. 

Du type précédent on peut d’ailleurs déduire deux autres solutions 
du problème. En effet, si nous faisons 


1 
-* ea ñ = n 
[Oe a—n«x, bnp", 


(1) Troisième Partie de mes Recherches sur les surfaces harmoniques, qui ont obtenu de 
l’Académie des Sciences une mention honorable dans le concours pour le prix Bordin (1892). 
L'auteur, ne devant pas se faire connaître, ne-pouvait renvoyer à ses travaux antérieurs. 
La citation en sera faite en note, entre crochets. La première Partie de ces Recherches 
paraît dans les 4nnales de la Faculté des Sciences de Toulouse, la seconde a paru dans 
le Journal de Mathématiques pures et appliquées (année 1894). 
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l'expression (mm) peut s’écrire 
dst=[n(Vau—1) — n(V/Be — 1)| (du? + dv?). 


Quelles que soient les valeurs attribuées aux paramètres 7, &, 6, 
elle donne un élément linéaire de surface spirale. Faisant croître n in- 


définiment, on arrive à la formule 
(2) ds?= (logau — logB +) (du? + dv?). 


De même, dans l’expression (7) posons 


Qa wna” b=m'6" ff Sea at ee Pa he 
j Bp", a m 6 


\ m y!\m 
df= LC: + — ® (: + re) | (du'? + dv'?), 
m mn 


Faisant croître m indéfiniment et supprimant les accents, nous trou- 
vons le nouvel élément linéaire 


il viendra 


(e) ds? = (eu eB?) (du? + dv?). 


Mais il serait téméraire d’affirmer que tous les éléments linéaires 
harmoniques appartenant à des spirales rentrent dans le type (m), 
dont les expressions (/) et (e) ne sont que des dégénérescences. Ce 
serait admettre qu’ils ne peuvent prendre la forme harmonique que 
quand on les exprime au moyen de variables qui les rendent homo- 
genes; or nous verrons qu'il n’en est rien. 


2. Il y a donc lieu de rechercher ces éléments linéaires par un pro- 
cédé propre à les donner tous. A cet effet, nous résoudrons complète- 
ment, pour le cas des spirales, l’équation indéterminée 


2X (oz + wi?) — 2Y (os + wo; ) + 3X'w,— 3Y' ws + X’— Y’=0, 


qui exprime que l’é¢lément linéaire e* dx dy acquiert la forme harmo- 
nique 
[o(a’+ y) — f(x'— y')] de! dy! 


par le changement de variables 


da 
dz'= — d = <= ° 
VX RAGE 


4 


ee PS ee ba be de 


FR EPS zh. ae a ee 
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L'élément linéaire des spirales pouvant toujours être écrit 
ds = eU(u)(du?+ de?) = eV). (2 + y) dx dy, 
nous prendrons 
a=—Ue—y)+ fT(t)dt, t=x+y; 
en sorte que notre équation de départ deviendra 


. F = 0X[T’+ (T— 5] —2Y[T + (T+ 2)7] 
PEN UT en WT eee Ke 0. 

Telle est l’équation qu’il s’agit de résoudre dans toute sa généralité. 
On ne peut espérer qu’une pareille équation, où figurent trois fonc- 
tions inconnues, l’une X dépendant de x seulement, l’autre Y de Dora 
troisième T dépendant de x + y, soit d’une solution facile et prompte. 
Mais, si l'analyse qu’elle exige est longue et délicate, elle fournit 
presque à chaque stade de la discussion des résultats nouveaux. Elle 
permet, en outre, de distinguer, ce qui est indispensable, les éléments 
linéaires simplement harmoniques de ceux qui le sont doublement. 
Un raisonnement direct montre qu'un élément linéaire de spirale ne 
peut étre simplement harmonique que si X et Y se réduisent a des 
constantes ou à des exponentielles (vozr la note p. 195). C’est pour- 
quoi nous allons examiner a part ces deux hypotheses. 


Solutions où X et Y sont des constantes. 


3. Quand on suppose X et Y constants, l’équation (F) se réduit à 
(X — Y) (T’+ T?—1)—27(X+ Y)T=o. 


Il n’y a pas lieu d’admettre X = Y; on aurait T=—o0, ce qui ne 
donne que des surfaces développables. Soit donc X — Yo. Si nous 


faisons 
X + 


X—Y 


—1Cot2%, 


l'équation précédente devient 


T'+ T?+ 2T cot2& — 1 — 0. 
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Elle s’integre par une quadrature et donne 


t—ty t—ty 
Sin2 __ e sin2a% 


d tog 
T=—cot2a0 + a 108 e 
De la on remonte facilement à l’élément linéaire 
t—ty t—ty 


dst= etle-y) etai dp dy = C e221) ett teks (esse me TE) dx dy, 


où C et {, sont deux constantes arbitraires. La seconde étant inutile, 
nous écrirons 


ds*—= Ce-itx-y) [e(e+y)tanga e—(a+y)core ] dx dy. 


Pour ramener cet élément linéaire a la forme harmonique, effec- 
tuons le changement de variables 


Comme ici X et Y sont deux constantes assujetties à la seule condi- 
tion 
X+Y 


Seay =. Cotzia;s 


nous aurons, p étant une indéterminée, 


X LÉ Sf - 


ae — ie ——s bd 
cos2a% —itsin2a cos2a Lisin2æ ©? 


d’où résulte 
æ = p(cosa—isinæ)x", J —p(cosa + tsina)y’. 
L'élément linéaire devient alors 


a x'+ y" 


ds? = C ae COs — oP xin) dx' dy'=— C( et 


e°*) (du? + dy?), 


C'est la seconde forme dégénérée du type (rm). 
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Solutions où X et Y sont des exponentielles. 


4. L’équation fondamentale (F), quand on y met pour X et Y les 
exponentielles 
NEA GT) Yo2Ae=?'7, 
prend la forme 


[T’ + T?—1+4 (37 — 21)T +r (or —3i)]e" 
=[T'+ TP? —1— (3r—21)T+r(ar—3i)je-", 


t désignant toujours la somme æ + y. C’est une équation de Riccati 


ert + e-rt 
{ihe Tes 2 a 
T’+T?+(3r Pre 


T+2r?— 3ir —1—=o, 


que nous avons à intégrer sans particulariser la constante r. Nous po- 
serons r= cz, ce qui donne à l’équation cette forme nouvelle, d'aspect 
réel, 
T’+ T?+ (30 — 2)T cotat — (o —1) (25 —1) = 0. 
Pour intégrer, faisons le changement de variable 


dz 
PSE ii 


ot > 
Z—cot—> C=— = 
(ox 


4 


Péquation devient 


7 


(p) aT? (3¢— 2) ==! T—a(o—1) (20 —1) — a (#41) | — 0, 


et l’on vérifie aisément qu’elle admet la solution particulière 
D=(i—c)s, 


quelle que soit la valeur attribuée au paramètre c. Posons donc 
T —s Le SS 


la nouvelle fonction inconnue € sera déterminée par l’équation linéaire 


(£) ee ao. 


Intégrons d’abord |’équation 


dé (2—c)2+2—3¢ 
iS (27+ 1) 


c=; 
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on trouve aisément, en désignant par M la constante arbitraire, 


3-2 
A Lo} 
RME 


Pour que cette valeur vérifie l'équation (©), il faut que M, consi- 
dérée comme fonction de 3, ait pour dérivée | 


2 
=-—3 
a 
æ » 


aM _ 
dz 0 


2 
g . 
ce qui conduit à distinguer deux cas, suivant que ¢ est égal à 1 ou dif- 


férent de 1. 
Traitons d’abord le cas particulier ¢ = 1. En désignant par 2 logy la 


constante d’intégration, nous aurons 


22 
L, Soa wee log À; 


M= 2 logy — 2logz = 2 log 


et, comme actuellement T, se réduit à zéro, l’intégrale générale de 
l'équation (p) sera 


set fame De Py ee 
22 log À sin élog (7 tang ) 


2 I 


= 
2 


Il n’y a plus qu’a effectuer la quadrature 


dz dz 3 
fra=-2fr = - = log log - + const., 
se zlog- ? 
ti 
pour arriver à l’élément linéaire 


ety 
2 


ds? = Ce-itæ-») log; tang ) On GY 


Soit maintenant ¢ 1. Il est commode de poser = =n et l’on trouve 
. , . ) 
immédiatement 


nh gè—n 
M—c— LR t — (e SC. =) 
? 


n—2 +1 n—3 
ce qui donne pour intégrale générale de l’équation (p) 


Fr 2 — 3? zn—3 
Re OL uae) aS B Msi) 8" : 
n (rn — 2)e—ns"-? 


2 z 
: | 
1 
3 4 
4 
: 
2 
A 
2 
J 
1 
4 
3 
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E s , \ L £ 
xprimons Tau moyen de ¢, en ayant égard à la relation s = cot = 
nous aurons 


t 

PZ 

Li} =D) [A r= 2 ay rr 
? 


ie ate 
n n t t 


nm SIN? = cot?—2 = — 
nr nm 


== 2) 
st 


C 


Si l’on fait (n — 2)c = ny, il vient par une intégration immédiate 


: t t 
jes dt=logsin?—* a + log (cou : -7) + const. — log (« sin"? À — 6 cos"? 2) 


Remplaçant enfin 7 — 2 par m, nous arrivons à l’élément linéaire 
ds? = e-üe-n) (a sinm => _ 8 cosm [TY ) ae dy, 
7m —— 2, Tt 2 


qui dépend de trois constantes arbitraires «, B, m. 


5. Il nous reste à mettre sous forme harmonique les deux éléments 
linéaires que nous venons de trouver. A cet effet, nous poserons 


d = 2ix _2ty 
a! x —e TEE emt? 
mr nV DES Mae) key, ; 
Vie e | m+2 


d’où l’on déduit facilement 


m 


: 7 2) 
et aussi ee 
x et ae ih Ge 
nee el cos- PRES AE 
m+2 21 Wx'y! m+2 2 x'y 


Substituant ces valeurs dans l’élément linéaire 


ds? = asin ~~ 8 eogsm 2 TY Colt) dae ay, 
m+ 2 m +2 


on trouve, en désignant par a et b deux nouvelles constantes arbi- 
traires, 


ds? = (=) - o(— pear)" da! dy'= (au™ — by™) (du? + dv?). 
; 2, 


C’est l’élément linéaire du type général (m) signalé au début. 
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Les mêmes transformations conviennent a l’élément linéaire trouvé 
tout à l’heure 


ds? = Ce7#(#-y) log(7 tang = a) dx dy 
2) — log (6 sin — = ?) |] ean) dx dy, 


| 
| 


a= ( LE (« cos © a 
sous la seule condition de faire m = 0; on trouve ainsi 
dst= C/ log“ +P) — 10 idee re | ae’ dy'=C(logau — log») (du2+de*). 
C’est la première forme dégénérée du type (m). 


Résumons dans un Tableau les premiers résultats que nous venons 
d’obtenir : 


d eS ny SF 
T=— cotaa+ “log sm — e sin) 
(e) x= p? eT?u, Y= p? e?ai ; 


ds? — Ce-itx—7) Letæ+y) tang& __ er (z+y)eta] dx dy 


æ'+ y! 


oo ay 
=c(e? sina re ak “cord ) dee! dy’, 


I t 
T— siné log (y tang 2) 


IN — Aer Y=Aertir; 


(2) 
; æ 
ds? = Ce-t{z-1) log (y tang +2) dx dy 
= C’'[log(2’+ y’) — log(æ'— y!) + y'] dx' dy’, 
= I 
ne AI NE 20 t 3 
sin a (ang PATES 
m +2 m+ 2 2m 
hia iy 
(m) SS ACE TA: Y=Ae ™+?,; 
as? = "er Key) (« SIN eer —6cos” ol a à 
m+ 2 Pp cos m+ 2 ip 


=[a@'(a'+ y'}r — b'(z'— y'}"1 dx! dy", 


| 
7 
= 
2 
"4 
4 
4 
4 
4 
3 
= j 


LE dé À 2 
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Élément linéaire des spirales applicables sur des surfaces 
de révolution. 


6. En vue de simplifier une discussion à venir et de détacher un 
résultat intéressant par lui-même, nous allons déterminer les élé- 
ments linéaires qui conviennent à la fois à des spirales et à des sur- 
faces de révolution. 

Il est clair que, si l’on fait soit a — o, soit b =o dans le type (m) 
signalé au début, on trouve un élément linéaire 


ds? = Cu™ (du? + de?) 


‘qui répond à la question. Nous allons montrer que c’est le seul ('). 


Pour qu’un élément linéaire e° dx dy soit réductible à la forme 
ds?— e—itx-y) ef Mary) dat+y) dx dy 


qui convient aux spirales, il faut et il suffit qu’apres un changement 
de variables approprié 


on ait identiquement 
w + logé +logn=—i(vw—y)+ fT(z+y)d(z +7). 


Pour éliminer la fonction inconnue T, différentions par rapport à x et 
a y; nous aurons 


Die à Bs 2’) 
ae = ]=1l— = tie ; 
(+ Se) LE + SEC 


d’où, en retranchant membre à membre, 
Oo) Oo) . 
lp + FE — n— =— 20. 

De op 


Si l'élément linéaire e® dx’ dy’ convient à une surface de révolution, 


(1) [L. Rarry, Sur la déformation des surfaces spirales (Bull. de la Soc. mathém. de 
France, t. XIX, p. 65; 1891)]. 


Ann. del’ Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Mar 1895. 20 


154 L. RAFFY. 


on peut faire 
w= o(2'+y’'), date TPE te 


L’équation du problème devient alors 
(1) (E—n)o'+ &+n'+20=0. 
Égalons à zéro la dérivée seconde du premier membre prise par rap- 
port aa’ et à y’; nous trouvons | 
(2) (E—n)?"+(E—n)g"= 0. 

Or la dérivée 9” doit être supposée différente de zéro si l’on exclut 
les surfaces développables. On peut alors tirer &’ — »' de l'équation (2) 


et porter sa valeur dans l'équation (1), ce qui donne 


MW 


(E—n)( '— 2) +ai=o. 


En conséquence, la différence £—y ne dépend que de a+ y. Il 
suit de là que les dérivées & et 7/ sont deux constantes égales et de 


signes contraires 
= — 7! = ni. 


Intégrant et négligeant les constantes additives, nous avons 
Ente, n=—niy'. 
L’équation (1) devient alors 


(aR SE} 2 ee 
os n(ai+y')” æ+y 


On en déduit immédiatement w = mlog(a’ +’), d’où l’élément 


linéaire cherché 
ds? = C(x'+ y')" da’ dy'. 


Par le changement de variables 


Ai a do — dy! à dy’ 
— : == = > Rss ~ = - 
nia’ (m+ 2)ia! J niy' (m + 2)iy!” 


il acquiert la forme propre aux spirales 


+ y 
+2 


. + x 
ds? = C'e-itz-y) egg” - dx dy. 
nm 
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De la résulte pour la fonction T cette expression 


mn 
1h SS a eee tang , 
m+ 2 m + 2 


Remarquons enfin que l’élément linéaire précédent n’est doublement 
harmonique que quand on suppose m =1. Car les deux formules que 
nous avons données dans la seconde Partie de ces Recherches (') 


À = P(ett+ (ak Q(e*t*— Ci) le À — Pieter Q,e”4, 


pour représenter l’élément linéaire À dx dy des surfaces de révolution 
doublement harmoniques, ne conduisent à À = Cz” que quand m —1 
ou m—— 2, hypothèse actuellement exclue parce que les surfaces 
correspondantes ont leur courbure totale constante et qu’il ne peut 
en être ainsi des spirales sans qu’elles se réduisent à des dévelop- 
pables. ( Voir le paragraphe suivant.) 


CHAPITRE IL. 


RECHERCHE GÉNÉRALE DES SPIRALES HARMONIQUES. 


1. Nous nous proposons maintenant de trouver toutes les solutions 
de l’équation fondamentale 


(eek == 2X ee) 000) aed XO, —3 Y'o, + X'— Y'= 0, 
en attribuant à la fonction w la forme qui convient aux spirales 
o=—U(ex—y)+ fTde (t=r+y). 
A cette équation nous adjoindrons l’équation dérivée F,,. = 0, savoir 


aX(ole+ wi? )r,— 2Y (a+ Of )ay t+ X[5(02,)2+ 40202, ] 
— Y[5(0%,), + 40,0%,] + 3(X"— Y") 7) = 0, 


(ID) 


Q) [L. Rarry, Sur un problème de la théorie des surfaces (Comptes rendus de | ’Aca- 
démie des Sciences, t. CVIIL; 1889, p. 493, et aussi Bulletin des Sciences mathématiques, 
t. XIII,; 1889, p. 161)]. 
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qui ne se réduit à une identité que dans le cas des surfaces déve- 
loppables (w°,,=— 0). | | 

En éliminant X”— Y” entre les équations (I) et (II), on obtient 
une relation que nous pouvons écrire ainsi 


(IIT) 2X(82+ Ga Geol, 9!) —2Y (G+ a+ 4wyO,) + X'0,— Y'0,— 0; 


en posant, pour abréger, | 


I 
am SE 2046-20, 


RR 
ce qui conduit pour les spirales à cette expression de 4 
O—i(x—7)+ logT'— fT dt. 


L’équation (II) ne se réduit visiblement à une identité que quand 
0 = const., c’est-à-dire pour les surfaces à courbure totale constante. 
Or, d’apres la formule 

ec See a 2T'e-STdteilz-y), 

la courbure totale d’une spirale, étant le produit d’une fonction de 
æ + y par l’exponentielle e*-%, ne peut être constante que si elle se 
réduit à zéro. Ainsi se trouve justifiée une assertion émise à la fin du 
paragraphe précédent. Laissant de côté les développables, nous pour- 
rons désormais considérer l'équation (III) comme n'étant pas une 
identité. 

Si on la différentie par rapport à æ et à y, on obtient deux relations 
qui font connaitre, l’une X’, l’autre Y’, et, portant ces valeurs dans 
l'équation (1), on arrive à un résultat qu’on peut écrire 

NA DORE 


X| G+ Ge — atout wl2)| —¥[ Be + Fa (opt | 
6’ 6" x x - 7 2 2 ü) 4) 
(IV) nr a 


en posant 


A= 4 (0+ 02 + 4w', 6), B= 3(0j:+ 02 + 40,0). 


: 
‘ 
4 
= 
a 
= 
ie 
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J'ai démontré (') que le déterminant des inconnues X’ et Y’ dans le 
Système formé par les équations (LIL) et (IV) ne se réduit à zéro que 
pour les surfaces applicables sur les surfaces de révolution. Comme 
nous venons de trouver l'élément linéaire de toutes les spirales de 
cette espèce, nous pouvons désormais supposer ce déterminant dif- 
ferent de zéro et tirer du système considéré les expressions de X’ 
et Y’, qui seront des fonctions linéaires et homogènes de X et de Y. 

Les deux équations (III) et (IV) et, par suite, les formules de réso- 
lution seraient extrémement longues à écrire, malgré la forme relati- 
vement simple de w dans le cas présent, et leurs coefficients dépen- 
draient de la fonction inconnue T et de ses dérivées. Mais nous allons 
pouvoir déterminer a priori ces coefficients. Remarquons, en effet, 
que les coefficients de X, Y, X’, Y’, X”, Y’ dans l’équation (I) ne 
dépendent que de la seule variable 4 — x + y. En conséquence, les 
coefficients de X, Y, X’, Y’ dans les équations (III) et (IV), déduites 
de la première par de simples différentiations, ne dépendent que de 
cette même variable. Nous avons donc à résoudre ces deux équations 


X'=T,X+T.Y, Y'=T;X +T,Y, 


où figurent quatre fonctions inconnues T; de la variable 4 — x + y, 
outre les deux fonctions X et Y, qui ne dépendent, l’une que de x, 
l’autre que de y. 


Résolution des deux équations fonctionnelles. 


2. Soit à résoudre les deux équations différentielles indéterminées 
(1) Ke Xa ley, Y'=T;X + T,Y. 
Différentions la première par rapport à y, la seconde par rapport à x; 


il vient 
RE LV 0, PSX TY +1, X'=0, 


(1) [L. Rarry, Sur les spirales harmoniques (Comptes rendus de l’Académie des 
Sciences, t. CXII; 1891, p. 518). Sur une classe de surfaces harmoniques (Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences, t. GXIL; 1891, p. 424)]. 
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ou, en remplaçant X’ et Y’ par leurs expressions données, 


(TH T.T;)X + (T,+T.T,)Y =9, 
ee (T,+T,T;)X+(T,+T.T;)¥ =o. 


Si ces deux relations ne sont pas des identités, on en tirera 
x MATE 


ce qui entraine, comme on sait, 
KA "AG ¥=Be*, 


A, B, r désignant trois constantes dont la dernière peut être nulle. Les 
équations de départ deviennent alors 


Ar—=AT,+BT,e-"ærn, — Br=AT,e"*+y) + BT,, 


et l’on peut choisir arbitrairement l’une des fonctions qui figurent 
dans chacune d'elles. 
Nous n’avons pas à revenir sur la solution 


X=Ae™, Y=Be-, 


quia été déjà discutée (Chapitre I, n° 3, 4 et 5). 
Supposons maintenant que les relations (2) soient des identités; 
on aura 


Qt Wi 0, Tho Teh tao. to 
Les deux relations extrémes donnent 
T.—T". 
Soient donc, en introduisant une fonction auxiliaire os 
(4) T,=—?r'+ 0, T.=—?r—e c= const. 
Les équations (3) donnent 
T,—(t'+c¢)T,=0, T,—(t'—c)T,;=0. 
On en tire, en intégrant, 


|A 
(5) T,= better, Ti = 6, etrct, 
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Si l’une des fonctions T, et T, était nulle, il suffirait, dans ce qui va 
suivre, de faire b, = 0 ou b, = 0; si les deux fonctions étaient nulles, 
on supposerait nulles les deux constantes d’intégration 6, et b.. 

Substituons les expressions (4) et (5) dans les équations (1): il 
vient 


(1') M+ (eo) —c)X=b, Vee, VE (rc) ¥ —b,Xer-tt, 
Appliquons a ces formules la différentiation 


LR 
0x Oy’ 


pour laquelle ¢ doit être considéré comme constant; nous aurons 
(6)  X'+(T—c)X'—— D, Vetter, V4 (2! 40) Vi =— by Xe, 


Des quatre équations (1’) et (6) on déduit 


X Yi YX" (x e) (KY + YX’) =, 


‘a RME XY" oP Gr EE) (KV YX!) =o, 


d’où, en ajoutant membre à membre, 
XY"+ 2X/Y'+ YX"’+ 27/(XY’+ YX’) — 0, 


ou encore 
(+ = à J) (XY'+ YX')+2T'(XY' + YX’) =0; 


de sorte que, quand XY’ + YX’ ne sera pas nul, on aura 


ae ee 
(8) J = (aa + ay) 10x + YX"); 
formule qui fera connaitre 7 et, par suite, les fonctions T,, T,, T,, T,, 
des que X et Y seront connus. 

D’autre part, en retranchant membre à membre les équations (7), 


on obtient 
XY’ — YX’ 2c(XY'+ YX') =0, 


ce qui peut s’écrire | 
B= 2CX  Y'EacY” 
X Fe Y 


160 L. RAFFY. 


Les deux membres, ayant méme valeur, sont nécessairement con- 
stants. Soit — y leur valeur commune. Nous avons, pour déterminer 
X et Y, ces deux équations 


(9). X'—ocX'+yX—0, Y’+ 2cY'+ yY¥=0; 

d'où deux cas à distinguer, suivant que y est égal à c? ou différent de c°. 
3. Premier cas : y —c?. — L'intégration des nee (9) donne 

(10) LATE ae Y=(By+ Be, 


avec les dégénérescences possibles provenant de l’évanouissement de 
l’une ou de plusieurs des constantes arbitraires A, B, a, B, c. 
Portant ces valeurs de X et Y dans la formule (8), on trouve 


SOUS ARRES 
T7 AB+AB+Ba 


d’où, en désignant par v. une constante d'intégration, 


— pan 
ABt+A6+ Ba 
Les formules (4) et (5) donnent alors 


AB AB 
Ti re 
ONG tot Berg Ba A <0 ABP SOR eae Bee 


bape! bue-ct 
12 T= — ; aw eat À acd tS 
a) “~~ ABéE+A6B+ Ba Tie ABt+AB+Ba 


Il n’y a plus qu’à substituer les expressions (10), (11) et (12) dans 
les équations (1), qui sont vérifiées identiquement, pourvu qu’on 
prenne 

Oy == AR, == BR, 


Nous avons ainsi, pour les équations proposées, un système de solu- 
ons correspondant au cas où les équations caractéristiques des équa- 
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tions (9) ont une racine double, savoir 


X= (Ax + a)ee, MR 6). oo, 
T,= LE PT MR ee 
(1) */ ABE AB+Ba' ” *~ ABé+A6 + Ba’ 
[oe Ares Te AB 
? ABt+AB+ Ba’ WO ABi-a AG -E Bo 
4. Second cas : y —c? 0. — Pour intégrer les équations (9), nous 
' poserons 


c=r-+h, Sa Arh, (p—h Fo), 


de sorte que les racines des équations caractéristiques seront 2r et 2h 
pour X, — 2ret — 2h pour Y. Nous aurons alors 


(13) X = le?"* + Aethz, Y= me's -- Be 27, 


avec les dégénérescences possibles provenant de l’évanouissement de 
l’une ou de plusieurs des constantes A, B, /,m, r, k. Nous excluons toute- 
fois les hypothèses /— m =o ou À = B = o, qui ramèneraient à une 
solution déjà étudiée, ainsi que les hypotheses A—/—oouB—m—0, 
qui donneraient pour X ou Y la valeur inacceptable zéro. 

Des intégrales (13) on déduit aisément 


XY’+ YX’= 2(r — h) (Ble?"#-247 — A mehz-2rr) 
— 2(r — h) e(t+h)(x—y) (B le(v™—h) (x+y) — Ame-7 2297). 
d’ou, en vertu de la formule (8), 


B let") + A met 
Ble) Ament 


=—(r h) 


L'intégration introduit une nouvelle constante arbitraire y et donne 


= . 
OR TER ne trs h)t 


Les formules (4) et (5) deviennent alors, c étant remplacé parr +, 


B/retr-h)t__ Amhe-"-t Blhe’—*)t— Amre-t"—nt 
nt: Bleu Ameo” Sir? Blet—")t— Ame-t-ht ? 
a bpetr+he T.— Gene nn) 
GONE Bleue Ame"? PO BEEN mehr 
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Substituons les expressions (13), (14) et (15) dans les équations (1)3 
pour qu’elles soient vérifiées identiquement, il faut et il suffit qu’on 


renne 
> b,p—=— 2Al(r—Ah), bsp =— 2Bm(r—h). 


Nous avons, en conséquence, ce nouveau système de solutions des 
équations (1) 


X = lerré + Aethz, Y= mers + Be-?#r, 
Bret Di Amhe rt NS eee 
(I) de. Bler—t— À me-? Wt” ÈS B let") Ame-(r—/#t 
E Ar — hyetr+ht 2, Bina ere oes 
Brune Amen? = = Be Amen 


Il nous reste à rechercher si les solutions (1) et (II) conviennent ou 
ne conviennent pas à notre probleme. 

5. Nous allons substituer ces solutions dans l’équation de départ 
(1) -9(3 — 3 T)X — 2(3 + afT)Y + 3(T—1)X/ —3(T + 8) VE K"— Vi=0, 
où nous faisons, pour abréger, 

J=T + T?—1. 

Qu'il s’agisse de la solution (1) ou de la solution (11), nous pouvons 

toujours écrire 
X’=2(r+h)X'—4rhX,  Y'=—a(r+h)Y'— 4rhY, 
sauf à faire ensuite 2r=2h=e, s’il s’agit de la solution (1). Ces 


valeurs, portées dans l’équation (1), la transforment en cette autre 


(253—4rh—4iT)X—(25—4rh+4iT)Y 


+[3T+(2r+2h—32)]X'—[3T—(2r+2h—32)]Y'=o. 


Le] 


Remplacons maintenant X’ et Y’ par leurs expressions trouvées 
X’= T,X +T,Y, TER TENT 
nous obtiendrons 
}23—Grh—GiT+[3T+ (ar + 2h—32)]T,—[3T — (ar + 2h—32)]T,{X 
=}23—4rh+4iT—[3T+(ar + 2h—3t)|T,+[3T —(ar+ ah—3i)\T LY. 


' 


7 


= 3°"? Ve 4 ee 
\ \ 


Li) bre “ar à Fra bal: gi £ 
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On voit que, si le coefficient de X et celui de Y n'étaient pas nuls 


tous les deux, le rapport Y: X serait une fonction de æ + y, ce qui 
exigerait que l’on eût 


X = ae", Ne ir, 
a, B, m étant trois constantes dont la dernière seule pourrait être nulle. 


Mais ces solutions ont déjà été discutées. Donc nous devons égaler à 
zéro le coefficient de X et celui de Y; d’où les deux équations 


23—4rh =[4i+3(Ts—T,)]T —(2r+2h—3:)(T;+T;), 
— (23—4rh)=[4t+3(T,—T)IT — (ar + 2h —32)(T,+T,). 
En les combinant par addition et soustraction, on les remplace par 
les deux suivantes 
Ce ie Ch Pe AT Dar + 2% — 37) (T, 2-7, 4+ T,+ TV), 


2(23—4rh) 
(3) = 4(T' + T?—2rh—1) 
=— 3(T,— T,— T;+ T,)T — (2r4+ 2h — 31)(T,—T,+T;—T,). 


Telles sont les deux équations dans lesquelles nous allons mainte- 


nant substituer les deux systemes de solutions a essayer. 


Discussion du système (I). 


6. Dans les équations (T) et (3) faisons 


AB A2e?rt ! 
= +27, Te A 2 Le A 2 Mere 


A—ABt+AG+Ba, 
et rappelons-nous les valeurs correspondantes de X et Y, 
X— (Az + «)e?", yY=(By+6)e?”™. 


Comme A et B ne sont pas nuls tous les deux (cas déjà étudié), le 
dénominateur A est différent de zéro. La substitution indiquée conduit 
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aux deux relations 
(T,) [4(2i— 3r)A— 3(Ae"t+ Be-") (Ae™— Be-")]T = (4r — 32) (Ae™+ Be"), 
4A(T! + T?— 27?—1) 
ED ) ae Be-nyT — (Gr — 32) [4rd — (Ae + Be") (Ae™— Be~”)], 
que l’on peut écrire 
4(2i— 3r) AT 
— (Ae + Be-") [3(Ae"— Be-")T + (4r — 32) (Ae + Be~"*)], 
4A[T'+ T?+(r—1t)(2r—2)] 
— (Aer — Be-")[3(Ae"—Be-")T + (4r — 31) (Ae + Be-’*)]. 


On en déduit, en éliminant la grande parenthèse qui figure dans les 
seconds membres, 


rie —rt ; 
(Ry THT (ar ni) Tr Jr 1) or 


C’est une équation de Riccati qui doit être vérifiée par la fonction 


_ (Gr—3i)(Aet+Be-ry 
dé 4(2t— 3r)A— 3(A°e?"t— B'e2"t)? 


(16) T 


tirée de l’équation (T, ). 
Je dis d’abord qu’on ne peut pas supposer r — 0. En effet, dans 
cette hypothèse, l’équation (R) devient 


T’+ T?—2giT — 1 — 0, E=-——>5; 
elle donne pour T une fonction périodique de 4, 
T=ig —V/g?—1 tang /g?—1 (t — 4), 
tandis que l’expression de T devrait être rationnelle 


— 3i(A+B) 


I= ga 3 BP)’ 


A—ABt+ABG+Ba. 


La période ne deviendrait infinie que dans l'hypothèse g?= 1, qui 
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revient à AB=o0; mais alors T se réduirait à une constante, solution 
exclue comme conduisant à des surfaces développables. 

Supposant donc désormais r différent de zéro, nous pouvons, si le 
produit AB n’est pas nul, remplacer ¢ par 4 + 4,, la constante 4, étant 
choisie telle que B devienne égal à — A. De la sorte notre équation de 
Riccati sera 
ert et 


T’+ T?+ (37 — 27) enter 


T+ (r—é)(2r—i)=0. 


Or, si nous faisons r = ai, nous arriverons à l’équation 
T’+ T?+ (30 — 2)T cotot— (¢ —1)(20—1)=0, 


dont l’intégrale générale a été trouvée précédemment (Chap. I, n° 4). 
Quand c est égal à l’unité, on a 


I 


Lee mee: 
siné log (7 ang) 


fonction multiforme et périodique, tandis que T est uniforme et non 
périodique, en vertu de la formule (16). 
Dans l'hypothèse os — 140, nous avons trouvé 


I 


iiss 
ye ort ot CA im I 
sin — COS — | c{ col — — 
2 2 2 I— 6 


fonction périodique, tandis que T ne l’est pas, puisque AB est différent 
de zéro. 
Soit maintenant AB = o. Nous supposerons B = o. L’équation (R) 


devient 


2 


t 
T=(1—a) cot = + 


TE T?— (2 — 3c)iT —(o—1) (20 —1) — 0. 


On en déduit, par intégration, 
(t — to) 
=" SSE ers 
D) 


oT=(2—30)i—ctang= 


ce qui est une fonction périodique, de période 27:05, tandis que la 
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formule (16) donne 
rie (ho — 3)iAtetoit 
= 4(2 —30)iAB — 3Aersit? 


fonction dont la période est z:6. Il y a contradiction. 

Donc, en résumé, la solution (1) ne convient dans aucun cas, en 
dehors des deux hypothèses déjà étudiées où A= B — 0, avec r=o 
OUT 0. 


Discussion du système (II). 


7. Reprenons les équations (T) et (3) 


(T) [82—3(T+T—T,—T,)]T=(2r+2h— 31) (Ti; + To + Ts + Ti), 
4(T'’+ T?— 27h —1) 


zg : 
( ) =— 3(T, —T,—T;+ T,)T—(2r+2h— 32) (T, — T,+T, —T,), 


pour y substituer les expressions qui composent le système (II), sa- 
Voir : 
AT;=+2Blret"-#)— 9Amhe-(-#t, = AT, —=— 2A 1 (r— h)etrhe, 


AT, = — 2Blhe’"-)*+ 9Amre-('-)4, AT; =— 2Bm(r— h)e-' +4, 
A — B le(r—A)t__ Ame-t"-h)t, 


GER 


La quantité r — / est essentiellement différente de zéro; les valeurs 
correspondantes de X et Y sont 


X — Le?rx == Ae?hz, Y — me-2'"y + Bey, 
et nous rappelons qu’on ne peut faire aucune des quatre hypotheses 
leo; A= Bio; LA 0, m == Bo; 


en sorte que la fonction A ne peut se réduire à zéro. 
Cela posé, substituons les solutions (II) dans les équations (T) 
et (5); nous trouvons ainsi 


[(4¢—3r—3h) (B let A me-t-ht) 4 3 (7 —h) (A lelrt Ae Bme-t+#))1T 


(T2) \ 
; — (r—h) (2r+2h—31) (BleV—t + A ment — A Jetr+h)t B me-('+4)t) — 9 
ESS 
(32) | 2A(T'+-T?—arh—1)+3(r—h)(Ble—")t4-Ame-0- 44 A Lele Mt Bme-+4)yT 
2 . 
+ (r+ h) (2r+ 2h—3i)A+ (r—h) (ar+ah—3i) (A le+)t__ B me—(r+’)t) — 0, 
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En vue de faciliter la discussion de ces deux équations, nous énon- 
cerons un lemme dont nous aurons plusieurs fois à faire usage. 


Lemme. — Pour que l'expression 


=n 
> (M;e% + Mie-a.t), 
i=4 
‘\ . . 
où les M;, M; sont des coefficients constants en nombre fini et les a; des 
constantes différentes de zéro et différentes les unes des autres, soit nulle 


quelque valeur qu’on attribue à la variable t, il faut et il suffit que les : 
coefficients M;, M;, soient tous nuls. 


On s’en assure én développant chaque exponentielle en série et an- 
nulant les coefficients des puissances de ¢ jusqu'à ¢?"—' inclusivement. 
On obtient ainsi, d’une part, 7 équations linéaires et homogènes par 
rapport aux z sommes M; + M,, d'autre part, z équations linéaires et 
homogènes par rapport aux 7 différences M; — M;. Le déterminant du 
premier système est le déterminant de Van der Monde 


IL; ; (a? — a?). 


Celui du second système est égal au précédent multiplié par 


2 2 2 2 
CERTA Or Ro On 


D’après les hypothèses de l’énoncé, ces deux déterminants sont dif- 
férents de zéro. On a donc 


M; + M;=—o0, M; — Mj=o (FEST 9 SU), 


ce qui prouve que les coefficients M;, M; sont tous nuls. D’ailleurs ces 
conditions sont évidemment suffisantes. 


8. Revenons aux équations (T,) et (3,). Nous devons avant tout 
rechercher si la première ne peut pas se réduire à une identité. En 
égalant à zéro le coefficient de T et le terme indépendant, nous obte- 
nons deux équations, dont la première est 


(Ai —3r — 3h)[Ble-%* — Ame-C—*)*] 
se 3(r— h) [A lee)? Bme At] 0, 


~~ a ae 
| 
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et dont la seconde peut s’écrire 
(ar + 2h — 31) (lert— me-") (Ae** — Bert) es: 


De ces trois facteurs, les deux derniers ne peuvent être identique- 
ment nuls, ce qui entrainerait, d’après le lemme, l’une des hypothèses 


exclues 
(a =o A— bi OF 


Il faut done supposer 2r + 2h — 3i=o. Il en résulte que r+h 
n’est pas nul, non plus que r — À. Le premier membre de l'identité 
précédente est une somme de quatre exponentielles, auxquelles le 
lemme s'applique, si tous les exposants sont inégaux, c’est-à-dire si le 
produit rh est différent de zéro. Alors les coefficients de toutes les 
exponentielles sont nuls; on a donc 


Bi=Nn=AI=BR=-0 
ce qui entraine l’une des quatre hypothèses exclues 
LM = 0; ADS, (= A=0o, n= B90; 


Ainsi nous devons supposer 7h — 0. A raison de la symétrie des 
: SW Se ee 
formules, il suffit de supposer A = 0; alors r= —; et il vient 


sé Bz 
l(gA —B)e? +m(gB—A)e ? =o; 


d’où résulte 
[(9A — B) =0, m(9B—A)—o. 


Comme / et m ne sont pas nuls tous les deux, non plus que A et B, 
il faut supposer nuls l’un des paramètres / et m, ainsi que le coeffi- 
cient de l’autre. Soit par exemple m= 0; il en résulte B= 9A. Nos 
hypotheses actuelles 


=o, ni ==0; B=o9A 
donnent pour X et Y ces expressions 
X= le@+A, Y=oA. 


Quant à la fonction T, elle est déterminée par l'équation (3,), qui 
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se réduit ici à 


Intégrant et négligeant la constante qui s’ajouterait à £, on trouve 


T=— Sas Cones 
Na, BN ees 
+ Pour avoir l’élément linéaire correspondant, il n'y a plus qu’à effec- 
tuer la quadrature 


AU *! (£— ty) + log cos 7 


d’où l’on conclut 


ds? = e-itz-») elTdtdx dy —Ce-ie-ne ? Ye os See) 


dx dy. 


Si Pon prenait /= o avec A = 9B, il suffirait de changer x en — y 
et y en — x pour retrouver la même solution. 

L'élément linéaire précédent est donc le seul qui corresponde à 
l'hypothèse où l’équation (T,) se réduit à une identité. Il ne convient 
qu’à des spirales imaginaires. 

Nous allons le ramener à la forme harmonique, en effectuant le 
changement de variables habituel 


Nous pouvons ici, sans restreindre la généralité, prendre 
X = lesir +4, Ver, 


ce qui revient à garder la variable y et à remplacer x par l'intégrale x’ 
de l’équation 


dal az 
Or on tire aisément de là 
4 
leit == — 9 cos? pe 
2) 


4 
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Substituant cette expression de x dans l’élément linéaire et dési- 


gnant par y une constante proportionnelle à ÿ/, on trouve 


ds clé seh peine eter] de'dy (0 


Il résulte du lemme énoncé page 147 que l’élément linéaire consi- 
déré est doublement harmonique. | 

Dans le calcul précédent, on suppose essentiellement que / ne soit 
pas nul, comme on doit le faire, puisque nous excluons actuellement 
(voir n° 7) Vhypothese /— m = o étudiée au Chapitre I. Pour voir ce 
qu'elle donne ici, on pourra prendre 


AR, Y=, 


ce qui permet de garder la variable y et de remplacer x par — 32’. On 
trouve ainsi cette autre forme de l’élément linéaire 


tx +) 


ds (e 3 + ete) dx'dy, 


qui rentre visiblement dans le type (e) déjà rencontré. 


9. Nous pouvons désormais supposer que l'équation (T,) ne se ré- 
duit pas à une identité. Nous en tirerons T, et nous substituerons son 
expression dans l'équation (3,), qui devra être vérifiée. Pour abréger 
l'écriture, nous poserons 


A —Blel"-h)t__ A meztr=h)t O = A letr"+h)t Bme-t+/t, 


A, B{etr-h)t A me—(r—h)t, O,— A detr+h)t + Bme-t"+#)t. 
et nous remarquerons la double identité 
A?— Aj= O0? — O?— — {AB 7m. 


Avec ces notations, nous tirerons de l'équation Cres 


(Ts) T=(r—h) (ar + 3h —31)— : 


D=(41—3r—3h)A+3(# —h)®. 


his Oe sub ee 
i 1 \ 
¥ 
. \ 


(33) 


SUR LES SPIRALES HARMONIQUES. 171 


Différentions maintenant l'expression de T; il viendra 


N 


T=(r—h)(2r+ah—3i); 


en posant 
N=[(r—A) A —(r+h)O]D —(r — h)(A,—0,)[(4i—3r—3h)A;+3(r+h)@]. 


Substituons T et T’ dans l'équation (5,) et chassons le dénomina- 
teur D’; nous trouvons 


2A[(r—h) (27+ 2h—3i)N + (r—h)? (ar +2h—3i)?(A,— O,)?— (2rh +1)D?| 
+ (2r+ 2h — 3t)D[3(r —h)? (A2?— O0?) + (r+ h)AD + (r —A)OD]—o. 


Dans les termes dont la somme multiplie D à la seconde ligne, rem- 
plaçons D par sa valeur; il vient après réduction 


3(r —h)?(A2— 02+ 02) + (r +h) (Gi—3r—3h)A2+ Gil(r—h) AO; 


mais on a identiquement 
A?— O6: +0:— 4, 


comme nous venons de le remarquer. Ainsi A est facteur de tous les 
termes dans le groupe que nous calculons; ce groupe peut donc s’é- 


crire 
A[3(r—h)?A+(r+h)(4i—3r—3h)A+ 4i(r—h)O]; 


et maintenant le facteur 2A est commun à tous les termes de l’équa- 
tion (3,); comme il n’est pas nul, nous pouvons le supprimer. Par 
cette mise en évidence d’un facteur, nous avons notablement simplifié 
l’équation à discuter. Elle devient 


(—h)(2r+2h—3iN+(r—h)(2r+2h—3i) (A 0,)?— (2rh+1)D? 
+ 2i(ar+2h—3i)[(r+ht 3irh)A+ (r—h)O]D=0. 


Remplacons D et N par leurs expressions déjà trouvées 


D—(4i—3r—3h)A+3(r —h)0, 
N=[(r—h)A—(r-+h) O]D— (r—A) (A, — 1) [42-37 —3A) A+ 3(7 + 2) 8]. 


172 L. RAFFY. | 


Nous arrivons, tous calculs faits, à l'équation suivante : 


(r — hy(ar+2h—3i)(4—@)[(5r+5hk—7i)A—(5r +5h— 31)0,] 
+[(4i—3r—3h)A+3(r —h)O](pA—p'8) =0, 


en posant, pour abréger, 


p=(r+h)[2r+aohkt—iorh+ ir +h) +9]+ 22irh — i, 
p'= (r —h) [ar*+ 2h? + 1torh—7i(r +h) — 3]. 


Il n’y a plus qu’à substituer les fonctions que représentent A, 0, 
A,, ©, pour obtenir le résultat définitif 


10AB[g— k(r +h—1)] (Pe? + mie?) 
—10lm[ g +k(r+h— i)] (A%e?*t + Bent) 
(SE) +[k(Sr+5h—71)—p(8r+3h—Gi)] (BP eX—t A? m2 e-2("-)2) 
+[k(br+ 5h — 3t)—3p'(r—h)] (APP et + Be mi e-2r+h)t) 
+ 2ABlm[iok(r +h—i)+(3r+3h—4i)+30'(r—h)] rates 


ou nous avons posé 
10g =3(r—h)p+(3r+3h—4l)p', K=(r—h}(2r+2h— 3%). 


Telle est l'équation qui doit avoir lieu quel que soit t. Son premier 
membre est linéaire par rapport à huit exponentielles, sur lesquelles 
on ne peut faire évidemment que trois hypothèses : 

1° Tous les exposants sont différents de zéro et différents les uns 
des autres ; 

2° Tous les exposants sont différents de zéro, mais ne sont pas 
distincts; 

3° Certains exposants sont nuls. 

Nous allons discuter successivement ces trois hypothèses. 


10. PREMIÈRE uyrornèse. — Tous les exposants sont différents de 
zéro et différents les uns des autres. Nous verrons que cette hypothèse 
doit être écartée. Mais les calculs que nous allons faire nous serviront 
dans l'étude de la deuxième hypothèse. 

Pour pouvoir appliquer le lemme à l'équation (2), différentions-la 
par rapport à £. Le premier membre devient une fonction linéaire et 
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homogène des huit exponentielles. Il faut done que leurs huit coeffi- 
cients soient nuls. Mais ces coefficients ne diffèrent de ceux des mêmes 
exponentielles dans l’identité (£) que par des facteurs supposés diffé- 
rents de zéro. Donc, dans cette identité (x), les coefficients des huit 


exponentielles et par suite aussi le terme constant sont nuls. D’où les 
neuf équations suivantes : 


ABlm[1ok(r +h — i) +p(3r+3h— Gi) + 30'(r—h)] =0, 

Puente oh (rks) 0, Atlm|(iog + 10k + A1] 0, 
ABm[iog—10k(r + h—i)|=0, B?lm[iog +10k(r+h—i)]|=0, 
BeP[k(5r + 5h—7t)—p(3r+3h—4i)|=0, 

MPP[A(Sr + 5h — 30) — 30'(r—h)|] = 0, 
A?m?[k(S5r + oh — 7t) — p(3r + 3h — 4i)]=0, 
B? m?[k(Sr + 5h — 31) — 3p'(r — h)] =0. 


Deux cas sont à distinguer, suivant que le produit AB/m est nul ou 
différent de zéro. 


Premier cas. — Le produit AB/m est nul. Supposons soit/ — 0, ce 
qui entraine ABm+~ 0 d’après une remarque antérieure, soit m — 0, 
ce qui entraine AB/4o. Nous trouvons ainsi trois équations entre r 
et À, savoir 


(1) log —1o0k(r--h—t)=0, 
(2) k(5r+ 5h —7i)—p(3r + 3h— 41) =0, 
(3) k(5r-+ 5h —3i) —30!(r—h) =o. 


Pour discuter ce systeme, nous poserons 
r+h=p+t, hey. 
Si l’on se rappelle les définitions de #, p, p’ et g, 


k=(r —h}(2r+2h— 31), 
o=(r+h)[ar?+ 2h?—10rh+ i(r + h) +91]+ 220rh — 44, 
== (7 —h) (ar? ah? + rorh —7i(r+h)—3], 

10g = 3(r—h)p+(3r+ 3h— {hp 
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on trouvera sans difficulté 
Un OY eae 
ap=7(7p — 44) —Pp(p—#) (3p—4), 
ap’ =y(7p*+1— 97"), 
10g = 3yp + (3p —Z)p’. 
Or, si l’on remplace r et À par pet y dans les équations (1), (2) 
et (3), en y laissant subsister p et p’, il vient 


(1) 3yp + (3p — t)p'=s0p(2p—2)7/, 
(2) 7 (2p —i)(5p — 2t) = (3p — t)e. 
(3') P(2p —i)(5p+ai) =3yp", ù 


Dans l'équation (3°) substituons l'expression de p’. Comme y =r —h 
n’est pas nul, il vient simplement 
(3") 9% = (Ppt) 

Dans l’équation (2’) substituons l’expression de p; il vient 
(2”) Pie 0) el ne I ba Os 


Cette équation donne trois solutions : p =v, p= 0, y*? = (3p — 1}. 

La solution p —i=r+h=oest exclue, puisque nous supposons 
tous les exposants différents de zéro et que 2(7 + A) est l’un d’eux. 

Faisons p = 0; alors la formule (3”) donne y =r — k — + ~ Ona 
done 


À a 
Pt, r—h== >» 


d’où l’on tire deux systèmes de valeurs 
; 
3? once A= or. 


Mais, quand r= 2A, onar—h=het quand A = 27r,onar—h=—,; 
dans les deux cas les exposants ne sont plus tous distincts. Done p ne 
peut être supposé nul. 

Soit enfin y?= (3p — 1}. En comparant avec la formule (3), on 
trouve | 

9(3p — t= (p+i), 


< 
7 
: 
| 
‘ 
L 


do Mb » 


TA COUT eee 
\ AY ne 

al \! 

L 
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ou bien 
(2p—t)(5p—1t)=o. 


Or 2p — vest différent de zéro; sans AE k et, par suite, T seraient 
nuls. Il reste donc 


La substitution de ces valeurs de p et de y? dans l'équation (1) donne 


21 
SEE) 


5 


ce qui s’accorde avec Ja relation 


Mais, d’après les valeurs obtenues pour p et pour y, nous avons 


re r—h= TR 
D'où l’on conclut 
ee h= = P= op 


Les exposants ne seraient plus tous distincts. Ce cas doit être écarté. 
Si dans les neuf équations initiales nous supposions soit B = o avec 
Alm 0, soit A= o avec Blmo, nous trouverions les trois équations 


10g +10k(r+h—i)=o, 
k(or + dh — 7t) — p(3r+ 3h — hi) =, 
k(5r + 5h — 3t) — 3p'(r—h)=0. 


Elles ne different des précédentes que par le changement de r en A 
et de 2 en r. Il n’y a donc pas à les discuter. 

Résumons la discussion du premier cas. 

Les deux systèmes qui correspondent à l'hypothèse ABdm = o n'ont 
d’autres solutions que les suivantes : 


1° r+h=o. (Cette solution sera discutée en son lieu.) 
: : at A Û 20 
ae r+h=1t, done r= — avec k=—-~ et, r=-s avec h= => 
3 3 3 3 
Gt At 2É at he 
20 r+h= — (OUR avec has Let or" avec À — —- 
D) Gb De d’où 5 5 5 8 
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Deuxième cas. — Le produit AB/m est différent de zéro. Les neuf 
équations auxquelles équivaut l’identité (2) se réduisent a cinq, Savoir 


g—k(r+h—t)=0, 

gtk(r+h—i)=o, 

k(5r+5h—7t) —p(3r+3h—4t)=0, 

k(5r+ 5h — 31) — 3p'(r—-h) =0, 

1ok(r-+h—i)+p(3r+3h—40) + 3p'(r—h) =o. 
Comme # n’est pas nul, les deux premieres entrainent 


FRET, Pr 0, 


c’est-à-dire 
r+h—i, 3(r—h)p = ip. 


Les trois suivantes se réduisent alors à deux 
AK =, ip = 30'(r —h). 
Rapprochons-en les deux équations trouvées d’abord 
ip’ = 3p(r—h), PRET. 


Retranchant membre à membre les deux équations qui contiennent 


r — h, on trouve 
(3r—3h+i)(p—p')=o. 


Soit d’abord 3r — 3h + 1 — 0. Nous avons alors 
eh ete “thai 
rie r+h=t, 
d’où Von déduit 


Les exposants 7 — 4 et — r sont égaux, contrairement à notre hypo- 
thèse. On ne peut donc supposer p — p’ 0. 
Soit maintenant p = p’. Il vient 3(r — A) = à. Nous avons donc 


t ; 
T—h= >; r+h=t. 
2 


Ces équations ne different des précédentes que par le changement 


du rit à ee NT io. 
FES Lo, : 


à 
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de ren / et de » enr. Elles conduisent done à r= 24. D’où I’ égalité 
des deux exposants r — et A. Donc le second cas de la première bends 
these ne donne rien. 

En résumé, la première hypothèse ne donne pas de solution; c’est- 


a-dire qu’on ne peut supposer tous les exposants différents de zéro et 
différents les uns des autres. 


11. DEUXIÈME nyporuise. — Les exposants sont tous différents de 
zéro, mais ne sont pas tous différents les uns des autres. 
Nous excluons les quatre hypothèses 


T == 05 =, r—h=o, r+h=o. 
Écrivons les huit quantités 
Pl Ar en, (Fh), rah, =(r+ fh), 


et comparons chacune d’elles avec les suivantes : 

Le nombre 7 ne peut être égalé qu'à — (r — À) ou à — (r + ne 
COU == = 27" 

Le nombre — 7 ne peut être égalé qu'à + (r—h) ou à +(r+h); 
OU a or. 

Le nombre À ne peut être égalé qu'à + (r—A) ou à —(r+h); 


Rom = Er: 


Le nombre — À ne peut être égalé qu'à — (r—hA)ouà + (r+Ah); 
dou 

Les nombres + (r— Ah), =(r+A) ne peuvent être égalés à aucun 
de ceux qui les suivent. 

Il n’y a donc que quatre combinaisons possibles A = + ar,r= +2. 
Mais, si l’on observe que les fonctions X et Y ne changent pas, non 
plus que le premier membre de (£), quand on change r en k, l'en A, 
m en B, et inversement, on voit qu’il suffit de traiter les deux cas 
h == or. Les équations que l’on obtient dans les deux cas corrélatifs 
h = 2r et r= 2h se déduisent les unes des autres par cet échange de 
lettres. Les solutions du second cas se déduiront donc de celles du 
premier par ce même échange; de même pour les deux cas corrélatifs 
h——oretr——2h. 


> LS 
41’. Premier cas. — Nous supposons = 2r; d'où r—h=—vr, 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. — Juin 1895. 23 
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r+h— 3r. N'introduisons d’abord cette hypothèse que dans les 
exposants des exponentielles, et laissons subsister r et A dans leurs 


coefficients. Il viendra pour l'identité (2) 


| > 
+ {[k(5r+5h—7i)—p(38r+3h—4i)] BP +io[g—k(r+h— i) AB m?]| e-2"¢ 


—10lm[g'-+ k(r Eh ANR + Be 
+[k(5r+5h— 30) —3p(r—h)] (A? Peo" Bim?e-t"t) 
+ 2ABlm[sok(r +h —t)+ p(3r+ 3h — Gi) + 3p'(r —h)] =0. 


(k(Sr+5h—7i)— p(3r+3h— 4i)]A?*m*+i10[g —k(r+h— t)ABP] eo 
5 


Une pareille identité exige, en vertu d’un raisonnement fait au com- 
mencement du paragraphe 10, que les coefficients de chaque expo- 
nentielle et le terme constant soient nuls. | 

Nous avons à discuter les sept équations suivantes : 


ABlm[1ok(r+h—i)+p(3r+3h—4t)+3p'(r—h)]=0, 
tolg—k(r+h—1t)| ABE +[k(5r+5h—7t)—p(3r+3h—4i)|A?m’=0, 
1olg—k(r +h—i)] ABm?+ [k(5r+5h—7t)—p(3r+3h—4i)|B?P —o, 
lIm[ g+k(r+h—t)|A?=0, [A(5r + 5h —3t) —30'(r—h)] APP = 0, 
Im[g +k(r+h—t)]B’=o0, [A(5r + 5h — 32) — 3p'(r — h) |B? mm? =0. 


Il faut distinguer suivant que le produit AB/n est nul ou différent de 
zero. 

Soit d’abord AB/m =o. En supposant soit 7= 0, soit m=o, on 
arrive aux trois équations 


10g —10k(r+h—i)=0, 
k(Sr+5h—7t)—p(3r+3h—hi)=0, 
k(5r + 5h — 3%) —30'(r—h) = 0. 


Ce sont les équations rencontrées dans le premier cas de la première 
hypothése. Ona vu qu’elles n’admettent de solutions communes que : 
1° quand r+h=o; 2° quandr+h=c; 3° quand r+h= o. 
Solution r + A= o. Elle est présentement exclue. 

2 

; 3 
21 . 10 . A . . 
LE Ces valeurs doivent vérifier nos trois équations, qui 


Solution r+h—1; d'où r=2h= %, ce qui ne se peut ici, et 


h = 27 — 


aS AYR SP AT 
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deviennent respectivement 


20, p'—— 2k, D ak 
Or l'expression générale de g donne ici 


10g —— ip +p'). 
On a done 
p+p'=0, 


ce qui s'accorde avec les formules précédentes. Il suffit de calculer 


1 DA PA . 
> RE 
P ch 9 


pour s’assurer qu'on a bien une solution du problème en prenant 
h j ; M : ' age 

r= = == 3 Cette solution, étant substituée dans l’expression géné- 

rale de T, 

_ (2ar+2h—3t)(r—h)(A,—9,) 


ener a. he! 


la réduit à 


eas 


Wlnw, 


le signe + correspondant à m =o, le signe — 2/ =o. La fonction T 
étant constante, les spirales correspondantes sont des développables ; 
nous les écartons. 

qt 


Solution r+h= i dou r= 2h = =, ce qui ne se peut ici. Cette 


solution doit étre rejetée. 

Soit toujours AB/ém =o. Supposons maintenant soit A — 0, soit 
B =o. Nous trouvons les mêmes équations que quand /m =o, sauf 
changement de r en À et de A en r. Elles n’admettent, d’après ce 
quia été vu à propos de la premiere hypothèse, que les solutions 

Gi 


r+h=o, r+h=i, RES; 


2 20 : 
La première est exclue. La seeonde-donne r — 2h = —, ce qui ne 


iM h t : : ; 
se peut ici, etr= — — 3» ce qui conduit encore à une valeur constante 


pour T. 


T 
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, h at 
La troisième r+ h= = donne (AB étant nul) r=; == Ces 
valeurs de r et de À doivent vérifier nos trois équations, qui deviennent 


respectivement 


10g + 2tk=0, 5k—2p—0, 5k + 2p'=0. 


: : h aU . meee 
Or, si l’on fait r= = = — dans les expressions générales de 4, p, pe’ 
2 6) 
et g, on trouve 
p= 12! Or ee gee AU 24 
ARTE MT FN as Dr. 


valeurs qui vérifient les trois relations ci-dessus. Nous avons donc là 
une nouvelle solution du problème. Dans les formules générales 


ak — (2r + 2h — 31) (r —h) (le*— me-") (Ae*— Be-™) 
~ (hi— 3r — 3h) (Ble"—4)t— A me-\"-")t) + 3(r — h) (Aletrr#lé— Bme-("—™)) 


X = le?"* + Ae?hz, Y = me-7?'" + Be-*4y, 


1 


: : aU u 
introduisons les valeurs r= +;  — + avec l’une des deux suppo- 


5 
sitions Ao, D —0. 
Pour A = 0, nous trouvons 


‘ = : vi 
ice -- = = iT Éd: 
hh > ———;,, ee Fe te Xe De 


= Are DS hi 
— . LT HE | = ——<Y 
LE Sr Aare SOT = lé DEA ES Y=me,* 
— ES; 
3leÿ + me 5 


Ces deux solutions n’en font qu’une, car elles se ramenent l’une à 

’ 4 LU 

l’autre par le changement de / en m et de m en J, de A en Bet de B 
5 | 

en A, pourvu qu'on change aussi æ en — y et y en — x, ce qui ne 

modifie pas l’élément linéaire des spirales 


ds? = e—itx-y) eS Tdt dx dy, 


l'expression T, dt devenant, par ce changement, identique a T, de. 


Se eee Se 


7 


AMY 


Le à à 


NP PIN ET 


ARC TE 
. 


a 
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La fonction T, peut s’écrire ainsi 


2it Pre 5 BE Tuy 
3le5 + me 5 a =e © 


Son intégration est immédiate 


fTat= a + Meet): 


d’où résulte l’élément linéaire 


EE 


.L+Y 
ds*= Cie-ite-n @ 5 


(574 mets ) dx dy. 


Comme le produit ¢m est différent de zéro, on peut augmenter x + y 


Bg tate 


d’une quantité telle que le coefficient de l’exponentielle e  * de- 
vienne égal à 3/. On pourra donc écrire 


.L+Y 5 PHY 


Cet Gee” = | gee. 


Cet élément linéaire ne convient qu’a des spirales imaginaires. 
Nous allons le mettre sous forme harmonique par le changement de 
variables connu 


dx dy'= 


eas dy 
— 7) es 
VX VY 
La remarque précédente permet, dans les formules actuelles 


on oy 4 
i= 8i— — ki 
Car 3 


IX = le 


de faire m = 3/=1; d’où 


ce qui donne, tous calculs faits, 


ds = C!{ (a+ y} + (a'— y} + SE AL(& + y) + (2'— y')] | da dy". 
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La constante A ~o étant arbitraire, l'élément linéaire est double- 


ment harmonique,en vertu du lemme énoncé p. 147. 
Soit maintenant ABlmo. Les sept équations du probleme se 
réduisent aux cing suivantes : 


(1) rolg—k(r+h—i)] BP +[k(Sr+5h— gi) —p(3r+3h—4i)]Am—o, 
©) rolg —k(r+h—i)] Am?+ [k(5r + 5h—7i) — p(3r+ 3h—Gi)] BP comet Le 


(3) 10g +10k(r+h—t)=0, ; 
(4) _k(5r+5h—3i) — 3p'(r—h) =0, | 
(5) 10k(r+h—i)+p(3r+3h—4i) +3p'(r—h)=o. 


La troisième de ces équations n’est autre que 

(3') 10k(r+h—i)+p'(3r+3h—4i) + 3p(r —h)—=o. 

Si on la retranche de la cinquième, on trouve, # n’étant pas nul, 
(3h — 2t)(p—p') =0. 


Cette équation se décompose en deux : 3h — 21 — 0 et p —p’= 0. 


h 


Soit d’abord 34 = 27. On a, par suite, r= 5 = 5 etr+ A=, Les 


équations (4), (5) et (3’) se réduisent & deux 


2k +p'—0, p+ p= 0. 


Or, si l’on fait r — 3 h= = dans les formules générales qui définis- 
sent p, p’, g et #, on trouve 


20 21 u 
P=? p'—=— —> & — 0» = 


9 d 9 
Ces valeurs satisfont aux deux équations ci-dessus et, par suite, aux 
trois équations (3), (4), (5). Grace à elles, les équations (1) et (2) 
sont vérifiées, les quatre paramètres A, B, J, m restant quelconques. 
Nous aurons done encore une solution du probleme, en prenant 


l . 
= 3 » Savoir 


or) ee |? À ER eee ee ds ff LL ANSE Soe | viet 
Naor és à has CARTE PONT PR ay 
FENTE 
a 
F 
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Pour avoir expression correspondante de T, reportons-nous à la 
formule générale 
(ar + 2h —31)(r—h)(A,—9,) 


L= = 
(4i—3r—3h)A+3(r+h)0 ? 


et remarquons que, dans le cas présent, elle se réduit à 


i A,—®, 


per. 


oo] 


Or on a identiquement 
A,— ©, = (Biel + A me——*)t) — (A le+h)t + Bme-(r+h)t) 
= — (lert— ica) (Aeñt— Be-#), 
A = [0] = ( Blev-“)t eas Ae a) ee (A letrrh)t Bme-t"+#) 
== (leré + me") (Ae?! — Best, 


il reste donc simplement 


i d it aii 
eae © = À tog ee + me 3). 


En augmentant ¢ d’une quantité convenable, on peut ramener à l’éga- 
lité les coefficients des deux exponentielles et prendre en consé- 
quence 

elTdt (cos s- 


d £ 
Ps Fi log cos 3? 3 
Alors élément linéaire devient 


: Li V 
di Les "cos + dx dy; 


il acquiert la forme harmonique par le changement de variables 


dx dy 


CC EH ay 
ai = rapes J 2% Sui 
@ @e he à Ve 5+Be 


2 


wl 


qui conduit a 
ds?—C!{ (a+ y} — (w!— y + 18(A +B) [(a! + y'— (2! — y')?] | dx'dy". 


Il est doublement harmonique, en vertu du lemme énoncé p. 147, 
parce que A et B sont arbitraires (sauf AB -£ 0). 
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Supposant toujours AB/m Ao, discutons la solution p =p’. A cet 
effet, ORNE la quatrième équation et la cinquième, après avoir 
remplacé p’ par p : 

(4) k(5r+5h—3t) —3p(r—h)=0, 
(5') 5k(r +h—i)+p(3r—2t)=0. 


Comme # ne peut être nul, ces deux équations, linéaires et homogènes 
en # et p, exigent qu’on ait 


(5r + 5h — 31) (3r — 27) +15(r+h—t)(r—h)=o0. 
Si l’on remplace À par 27, cette équation s’abaisse au premier degré 
et donne 4r = 1. 
Pour 7e he 2 les équations (4), (5) et (3°) sont vérifiées, 


comme on s’en assure aisément en y substituant les valeurs corres- 


pondantes 


Ret, ETC 15 sp": 
nd mek ee AE Shey a = ——-. 


Apres cette substitution, les deux premieres se réduisent à une 
seule 
AT Bee 
d’ou, en introduisant une indéterminée Y> 


A= 7h, B= ym. 


On a donc une solution du problème en prenant 
oe : ES 
X=le ?+yleiz, Y=me ?+ym'e-ir, 
et remplaçant, dans la formule générale, 


— (2r+ 2h — 31) (r —h)(le"t— me-"t) (Aent— Be-**) 
See — 3h) (Biel A me“) 3 (r — h) (A let — Bmenerty’ 


les paramètres r, h, A, B par leurs expressions actuelles. On trouve 


Qe ee we CNT PTE 
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ainsi, en supprimant le facteur (le — me~”), commun aux deux termes 
de la fraction, 


AL ail 6 Je 
T 3t leime ? | d BPeiime ? 5 
~ ae ie = log i —lm |}. 


L 
3\ Pe t+ me i) +10lm 


Sans restreindre la généralité, nous pouvons faire / = m —1; d’où 
la solution 


i d à 3 5 ix 7 = =} 
P= 7 log COS = + 3 }> Kee a eit, Ye + yet, 


3 


et l’élément linéaire 


; “a 
As Oven tre") (cos 


qu’on peut écrire aussi 


tke = ei(x—y) (sin’ A 
Sous cette forme, on reconnait un individu de la famille 
. dry ony 
2— p-—i(x-y) Li ee ee eos” dx d: "2 
ds? = e («sin ene =) ve, 


trouvée au Chapitre I (n° 4). Effectuons le changement de variables 
ped AO ea 


Nous avons, tous calculs faits, 


ds Ci \(a' + y')? (2! +7) —4yP— (2 -y' P(e! y} — 47} )dx' dy, 


et, comme y est une constante arbitraire, l’élément linéaire considéré 


est doublement harmonique. (Lemme de la page 147.) 
/ 
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hypothèse (4 = 27). 
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Résumons les résultats obtenus dans le premier ca 


2t ae Fe 
1° DE hi Te Bao; 
27 2 : 
=k en hi ae 
; Oe © =x Es 
pa °° re LA Re X ale} + AE 
en 2i 2i j 


PA 
ds? = e-t(@-y) e' 3 é Ele Ë ) dx dy, 
dst=C\(al + y' P+ (a! —y' P+ BAL(a! + y') + (a! — y')]| dav! dy’. 


ABlm 40; 


2 = 


a= ee, cos at Y dx dy, 


ds*= C| (2! + y')*— (2! — y} + 18(A + B) [(2'+ y')?— (2'— y')"] | da’ dy’, 


28 r= h=-, ABlm 40; 

it it : | ‘ 
FN ee 2 + "nl 

RU sr en Rae = 7e > X—le *+yPe*, Yome ?-+ym'e ir; 

2 aS eee 

3(e? + mre 2) + 10lm 4 
# - 24 
st ey) (cos <2 +3) dx dy | 


= e-ia-v) (sin ig 7 + cost © 22) dx dy, 
ds? = C0} (a! + pe + y) — hy — (2 — y' Te — y} — hy Ft | dat dy’, 


Nous avons laissé figurer dans ce Tableau des paramètres arbitraires 
dont le nombre peut être (et a été) réduit. C’est afin de pouvoir 
écarter sans nouveau calcul le cas r= 2h, corrélatif du premier. 
Sachant que les solutions correspondantes se déduisent des solutions 
ci-dessus par le changement de r en k et de À enr, de Zen A et de A 
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en /, de m en B et de B en m, on voit immédiatement qu’elles n’en 
different que par les notations. Elles ne conduisent done à aucun élé- 
ment linéaire nouveau. 


11". Second cas. — Nous supposons À =— 2r. Alors l'équation qu'il 
s’agit de rendre identique devient | 


À 10o[g—k(r+h—t)| ABE +[k(5r+ 5h — 37) —3p'(r—h)]B?m°le"t 
+ | rol g—k(r+ h—1)] AB m*+ [k(5r-+5h — 31) —30'(r—h) APE le-2re 
— 10lm[ g + k(r +h — i)] Bre**—10olm[g + k(r + h — t)]Ate-* 
+ [k(or+5h—7t)—p(3r+ 3h — Gi)] (Best + Atm°’e-trt) 
+ 2ABlm[tok(r+h—t)+p(3r+3h—4i)+ 30'(r—h)]=0. 


D'après un raisonnement déjà fait, nous devons égaler à zéro les 
coefficients de chaque exponentielle et le terme constant. D'où sept 
équations 


1olg —k(r+h—i)| ABP +[k(5r +5h— 37) —3p'(r —h)]Bm'— 0, 
10[g — k(r+ h—1)] ABm?+[k(5r + 5h — 37) —3p'(r—hA) JAP —o, 
A@lm[ g-+k(r+h—1)]=0, [A(5r+5h—7t)—p(3r+3h—4i)|B°P =o, 
B2lm[ g+ k(r+h—i)|=0, [A(5r+5h—7t)—p(3r+3h—41)] A? mo, 
ABlm[1ok(r + h— t)+ p(3r+ 3h — 41) + 39'(r—h)] = 0, 


Il faut distinguer suivant que AB/m est nul ou different de zéro. 

Supposons d’abord AB/m = 0 et rappelons-nous que, quand un des 
facteurs de ce produit est nul, les trois autres sont différents de zéro. 
En faisant/=o0 ou m= 0, on trouve trois équations que nous écrivons 
dans la colonne de gauche; en faisant A = o ou B = 0, on trouve les 
trois que nous écrivons dans la colonne de droite 


10g — 1ok(r+h—t)=0, log + 10k(r+h—zt)=0, 
k(5r+5h—3t)—3p'(r—h) =o, k(5r+5h—3t)—3p'(r—h) =o, 
k (5r+5h—7i)—p(3r+3h—hi)=o0, k(5r+5h—7i)—p(3r+ 3h—hi)=o. 


Ces deux systèmes sont précisément ceux que nous avons discutés dans 
le premier cas de la première hypothèse. Pris dans leur ensemble, ils 
n'ont de solution que quand r + À — 0, ce qui ne se peut ici; quand 
r+h=i, ce qui entrainerait soit r= 2h, soit h=2r; ou quand 
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r+h= ae ce qui entrainerait aussi soit r= 2h, soit h=ar. La 
présente supposition AB/m = o doit donc être écartée. 

Soit maintenant AB/m_“o. Les sept équations du probleme se 
réduisent aux cinq suivantes : 
(1) 10[g—4k(r+h—i)JAR +[k(5r +5h— 31) — 3p'(r—h)]Bm°—o, 
(2) 10[g—4k(r+h—i)]Bm+[k(5r+5k— 3t)— 30/(r —h)JAP —o, 


(3) gtk(r+h—ij=o, 
(4) k(5r+5h—7l)—p(3r+3h—4l)=0, 
(5) 10k(r +h—it)+p(3r+3h—4t)+3p'(r—h)=o0. 
Nous allons montrer que les trois dernières sont incompatibles avec 
notre hypothèse À = — 2r. En effet, la troisième n'est autre que 
(3') 10k(r+h—i)+3p(r—h)+p'(3r +3h— 41) —=o. 


Si on la retranche de la cinquième, on trouve 
(3h—2i)(p —p') =0, 


équation qui se décompose en deux. Pour la discuter, calculons par 
les formules générales les expressions de p, 9’ et & dans l'hypothèse 
h = — 2r; nous trouvons 


p =— 307 — 43ir?— gr — AA 
p'—=—3or+oartr?— gr, 
k=—g9r(2ar+ 30). 


Cela posé, faisons p = pe’; nous aurons, en rapprochant les deux for- 


mules ci-dessus, 
167? +1=0. 


D'autre part, faisons p = p et À = — ar dans les équations (4) et (5); 
il vient | 
kK(dr +7) — p(3r + 4i) —0, 

Sk(r+t) —p(3r—2i)—0o. 

Comme # ne peut être nul, ces deux équations linéaires et homogènes 

en # et p entrainent 


(or +7i)(3r —ai) —5(r+i)(3r + 4i) =0, 


D PS 
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ou bien 12r + 171— 0, ce qui est contradictoire avec le résultat pré- 
cédent Ar ti — o. Ainsi p — p’ ne peut pas être supposé nul. 
Soit maintenant 3A — 25 = o. Nous déduisons de la 


Avec cette valeur de r, les formules précédentes donnent 
D —— 5 . 


Substituant dans l’équation (4), on arrive à cette impossibilité 14 = 9. 
On ne peut donc pas non plus supposer 3h — 21 = 0. 

En résumé, le second cas de la deuxième hypothèse (2 =— 2r) ne 
donne rien. Le cas corrélatif r= — 2h ne donnera rien non plus, 
pour des raisons de symétrie déjà exposées plus haut. 


12. TROISIÈME nyrornèse. — Certains exposants sont nuls. Les huit 
exposants +r, +h, +(r—h), +(r+h)ne donnent lieu qu’à trois 
suppositions 

F—0, h = 0; T0, 


puisque r — fest essentiellement différent de zéro. 


Premier cas. — Nous supposons À — o. Alors l’équation à rendre 
identique devient 


\roAB[g —k(r—i)]+ B?[ A (Gr —7 2) —p (387 —42)] + AA (Gr—3i)—3p'r]) Per” 
+ |roABLg—k(r—i)]+ A2[k (57 —72)—p (37 —4i)]+ Be[k(5r—32)—3'r]| mee?" 
'—10lm(A?-+ B°?)[g + k(r —10)] + 2 ABlm[rok(r — 1) + p(3r — 4i) + 3p'r] =o 


Avant d’égaler à zéro les coefficients des deux exponentielles et le 
terme constant, introduisons l’hypothese À = o dans la formule géné- 
rale qui donne T; il vient 


r(ar — 37¢)(B— A) (le™’— me-") 
((4i—3r)B-+ 3Ar |le"*—[(4t—3r)A+ 3Br]me-"t? 


D 


ce qui montre qu'on ne peut supposer ni ro, ni 2r— 3t=0, hi 


RE PT TE oe Ee ee ere 
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B— À, parce que T serait nul; ni /—0,nim—o, ni3r— 21—0, 
parce que T serait constant. 
Puisque / et m sont différents de zéro, les trois équations du pro- 


blème seront 


(1) 10AB[g—Æ(r—i)]+B?[4(5r—7i)—p(3r—45)]+A2[4(5r—3i)—3p r]—0, 
(2) 10ABLg—k (r—2)]+A2[k(5 r—7 1) —p (38 r—Gt)]+- B?[k (5 r— 37) —3p'r]=0, 
(3) —10o(A2+B')[g+k(r—i)]+2AB[rok(r—i)+p(3r —4i)+3p'r]=0. 


Retranchons la seconde de la première; nous trouvons 
[4ik — 3o!r +(3r — 4i)p](A?— B?) =o. 


L'hypothèse À — B—o étant exclue, nous allons égaler successive- 
ment à zéro la somme A + B et expression entre crochets. Aupara- 
vant donnons les expressions de p, 9’, g et # dans le cas actuel h = o: 


p= 27+ ir + gr — fi, p' = 27 — 7ir?— 3r, k= r(ar—ast), 


Faisons maintenant B = — A. Les équations (1) et (2) n’en font plus 
qu’une; débarrassée du facteur A, qui n’est pas nul, elle s’écrit 


(24) —10g + 20k(r—t) —(3r— 4i)p — 3p'r=0; 

de même l’équation (3) devient 

(3 10g +204(r—1)+(3r—4i)p + 3p'r = 0. 

Ajoutant ct retranchant ces deux équations, nous aurons 
r—t=0o, 10g + (3r— 4i)p+3p'r=o. 

Mais, d’apres la définition de g, nous avons présentement 

—10g + (3r—4i)p'+ 30r = 0. 
La comparaison des deux derniers résultats conduit à. 
(3r—a2l)(p-+p')=0, 
et, comme on a vu que 37 — 21 n’est pas nul, il nous reste 


th p+ p'’=0. 
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Or ces équations sont incompatibles; car, d’après les expressions 
trouvées pour po et p’, il vient 


p+p'=4ri—Gir+Gr—4i—=4(r+i) (r — ;) (r — 20), 
polynôme qui ne s’annule pas pour r—5. Ainsi la supposition A+B =o 


doit être écartée. 
Faisons enfin la supposition 


4tk — 3p'r+(3r —h4i)p=o. 
En remplaçant b, p’ et Æ par leurs valeurs connues, on trouve 
f(r) = 6tr3 + 137r?— 10 ir — 4 =o. 


En vertu de cette condition, les équations (1) et (2) n’en font qu’une. 
Nous les remplacerons par celle qu’on obtient en les ajoutant membre 
à membre 


(1') 2AB[tog —10k(r —¢)]+(A?+ B?)[10k(r —¢) — p(3r—4i) —3p'r]=o. 
Rappelons l’équation (3) 
(3) 2AB[10k(r—i) + 9(3r—4i) +39! r] —(A2+ B2) [10g +1ok(r — i)]— 0, 
et ajoutons-la membre à membre avec la précédente; il vient 

— (A —B)* [10g + p(3r— Qt) + 3p'r] =o. 


Supprimons le facteur A — B, qui ne peut étre nul, ct tenons compte 


de la définition de g 
10g —p'(3r —41)+3pr; 


nous trouvons ainsi 
(or 21)(p + p')= 0, 


ce qui revient à p + p’= 0, puisque 3r — 27 n’est pas nul. En défini- 
tive, nous avons à comparer les deux équations 


i 


p+ p=i(r+i)(r—5)(r—ai) =o, 


HU OT 13 r= 12th (==), 
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En substituant les trois racines de la premiere dans la seconde, on 
reconnait que ces deux équations sont incompatibles. 
Done, au premier cas de la troisième hypothèse A = 0 ne correspond 


aucune solution. Il est clair qu’il en est de même pour le cas corrélatif 
r=—o. 


Second cas. — Nous supposerons r+ A= a. L’équation (2) qu'il 
s’agit de rendre identique devient 


10 BI[AL(g + ki) — Bm(g — ki] e?" 
+10Am[Bm(g + ki) — Al(g — ki)]e?"t 
+ (hip —7ik)( Bet + A? me") 
— 3(ki+ 29'r) (A?2+ B?m?) — 2ABlm(10ki+ 4ip — 6p'r) =o. 


Avant d’égaler à zéro les coefficients des quatre exponentielles et le 
terme constant, nous calculerons les valeurs actuelles de p, 9’, de et 


de g; on trouve 


p=—220ir*— hi, p'=—6r(ar?+1), k=—12ir*,  10g—6rp— hip’, 


d’où nous déduisons 
[gas a6 T= iar, 


Ecrivons seulement les trois équations qui expriment l’évanouisse- 
ment des coefficients dee?” et de e~”, ainsi que du terme indépendant. 


Il viendra 
Bl [Al(g +- kt) —Bm(g — kt)] — 0, 


Am[Al(g — ki) —Bm(g + ki)]=0, 
gr (A? + B?m?) — ABlm(5ki + 219 — 30'r) = 0. 


Nous distinguerons suivant que le produit AB/m est nul ou différent 
de zéro. 

Si AB/m = 0, l’un des quatre facteurs étant nul, on sait que les trois 
autres sont différents de zéro; mais alors la dernière équation écrite 
exige que r soit nul, ce qui ne se peut. 

St AB/m est différent de zéro, les deux premières équations, débar- 
assées des facteurs B/ et Am, sont linéaires et homogènes par rapport 
à AZ et Bm, produits qui ne peuvent être nuls. Il faut done égaler à 
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zéro leur déterminant, ce qui donne 
(g+ kt)}?—(g—kiP= higk=o. 
Comme & n’est pas nul, il reste g — 0, c’est-à-dire 


3rp — 2tp'=— 5hir’=o, 


ce qui est impossible. 
Ainsi, que AB/m soit nul ou différent de zéro, l'hypothèse r +4—o 
ne donne aucune solution. 


13. Nous voici parvenu au terme de notre discussion. Nous avons 
reconnu que la premiere et la troisième hypothèse ne conduisaient à 
aucun résultat, et nous avons réuni dans un tableau tous ceux auxquels 
conduit la seconde. Il convient d’en rapprocher tous ceux que nous 
avions obtenus antérieurement pour présenter à la fois l’ensemble des 
solutions de notre problème. Nous les reproduisons dans l’ordre où 
elles se sont présentées. 


1° Premières solutions. 


2 2— p—i(x—y)| e(x+y)tangx___ e—(4+y) cota] dx dy — ea (x'+y") = eb (ey) da'dy'. 
Geis ase Le hy ] ly 
ds? — ete" log (y tang ) dad 
(2) B\/ . vi 
= [log(z'+ y") —log(æ'— y") + y'] da! dy’. 
; RE T+V 
dettes) | à sinm 2 ÈEY _ eos | da dy 
(m) m+ 2 m + 2 
=[a'(x'+ y')" —b'(æ'— y')" Fede" dy". 
2° Éléments linéaires de surfaces de révolution. 
: om 1 ! ! 
APE 2 er) cos™ = dx dy =(x'+ y')"da' dy’. 
(r) ASE oo) ad CIN) ey 


Un seul est doublement harmonique : 


So da dy =(2' + y!)da! dy". 


ere) ds? — e—"(2—-Y) cos 
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3 Solutions provenant du système 11. 


.L+YV 


d= e-imne "+ cos que dx dy 


Lis Y pa etd: 
F2 8. 2 


. 4a , | 
re 2 y! [ete'+y) se eitæ'+y)] \ dx! dy, 
i a+ 7 


— ie 2 + 77) dæ' dy. 


-v+y Try. 


ds = SP ae de dr) dx dy 
—{(z +7) + (2'— y} + y'[(x'+ y’) — (2! — y')]} dx! dy’. 


, et+iy 
dst=e-? 7! Cos eee dx dy 


= {(alt y} (a y} + y'[(a'+ JP +! — y']| da! dy’. 


ds?—= e~ila-y) (sin ze + Y + cost 27) dx dy 
={(a'+ pe + y' Py TR (at y' PL(2'— y} Bf dx dy". 


Remarque. — La solution (7) rentre dans le type (7). La première 
des solutions 3° rentre sous sa dernière forme dans le type (e). Les 
trois suivantes rentrent pour y — o dans le type (m). On peut donc 
dire que le type (mm), avec ses formes dégénérées, comprend vous les 
éléments linéaires de spirales harmoniques; mais il ne les représente 
pas tous sous leur forme la plus générale. 


Distinction des spirales simplement harmoniques 
et des spirales doublement harmoniques. 


14. Cette distinction va se faire sans difficulté, par la simple compa- 
raison des résultats que rapproche le tableau précédent. 

Rappelons d’abord que toutes les solutions 3° sont doublement har- 
moniques, en vertu du lemme énoncé p. 147 et démontré dans la Note 
ci-contre. A la vérité, pour les trois derniers éléments linéaires, deux 
valeurs différentes de l’arbitraire +’ ne donnent pas deux formes har- 
moniques différentes, si aucune d’elles n’est nulle, car on passera de 
l’une de ces formes à l’autre, en remplaçant x’ et y’ par des variables 
proportionnelles x"= kx’, y’= ky’; mais, si l’on se reporte au para- 


SUR LES SPIRALES HARMONIQUES. 195 


graphe 11’, on verra que ces deux formes harmoniques se déduisent 
aussi l’une de l’autre par un changement de variables autre quea’ {rt 
y’= ky’. Ce dernier est d’ailleurs inefficace quand l’une des deux va- 
leurs de y’ est nulle. 

La propriété de l'élément linéaire (7”) d’être doublement harmonique 
est manifestée par la troisième des solutions 3°. 

Cela posé, je dis que les éléments linéaires provenant du sys- 
teme (II) sont les seuls qui soient doublement harmoniques. En effet, 
pour qu'un élément linéaire soit tel, il est bien connu qu'il doit ac- 
quérir la forme harmonique par un changement de variables: ou X et 
Y dépendent au moins d’une constante arbitraire autre qu’un factew 
commun de proportionnalité. Or, notre discussion générale nous a fait 
connaître toutes les expressions possibles de X et Y; c’est seulement 
dans les systèmes (I) et (II) que ces expressions comportent une 
constante arbitraire. Un seul cas échappaita cette discussion, celui des 
éléments linéaires convenant a des surfaces de révolution; mais nous 
avons traité directement, et la solution correspondante (7”) coincide 
avec l’avant-dernière des solutions 3°. 

En résumé, V élément linéaire (/) n’est jamais doublement harmo- 
nique; l’élément (e) est doublement harmonique pour b’/— 2a’= 0; 
l'élément (m) pour m = 3 avec a+ b’=0, pour »m—4 avec a'— 0’ 
et pour m= 6 avec a =U’. 

Le problème que nous nous étions proposé est entièrement résolu. 


NOTE. 


Lemme de la page 147. — Si un élément linéaire de surface spirale 
dsi= er) b( 2 + y) dz dy 
acquiert la forme harmonique par un changement de variables autre que 


dx ‘ dy 


dz! = — dy' = ——» 
PT Vas LT Bet 


où À, B et r sont trois constantes dont la dernière peut étre nulle, cet élé- 
ment linéaire est doublement harmonique. 


avo 


+ 
Pa 


On a, par hypothèse, l'identité F'AICFERE 
f FIL SA ui 
ds*= ei f(a + y) dx dy =[9(2'+y Fe ee ; 


quand on fait le changement de variables vi 5 — 


ae Pa th “ dy RME" de —- 
ul ———— 1 y= | > 
VX) A VX tre) 
Changeant x en æ+cetyen y—6, € ur une constante quelconque, 
nous aurons évidemment 


4 
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e-il(æ+e)— (yen b(x+c+y—c)d(x+c)d(y —c)=e*ids, 
e—?ci ds? — [o (are y") — f(x"— y")] dx" dy", 


les fonctions 9 et f étant les mêmes que plus haut, si nous posons 


Gil ww" d(# +e) ne d(y— ch 
Lo+C VXæ+e) —c VY ye) 


Grace 4 ce dernier changement de variables, V’élément linéaire proposé se 
trouve donc ramené d’une seconde manière à la même forme harmonique. 

Cette conclusion ne peut tomber en défaut que quand les deux arguments 
æ"+ y" et x"— y" sont respectivement proportionnels à æ'+ y' et æ'— y’, 
c’est-à-dire lorsqu'on a 


" " ENST? " I 
Oe oe Oe | 
CE DD à ey a vt 
Mais cette proportionnalité entraine | | | 
Get ay? “X(a+e)- ¥(y—c) 
cone ay = const., KIT ayo FEU AS 


Si la valeur commune x(c) des deux rapports est l’unité, les deux fonc- 
tions X et Y se réduisent à des constantes. Sinon, nous aurons 


1 X(w@+c)—X(#) _1 Y(y—c)—Y(y) _ x(c) 


se € Y C ea cole | 
d’où, en faisant tendre c vers zéro, 
ee Va 
X =7 y —=Const.—»2r, : 


ce qui donne bien 
X = Ae?e, Vice Bert 


conformément à l’énoncé. 


SUR LES 


NOTIONS DE LIMITE ET DE CONTINUITE 


ET SUR 


QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS CONTINUES 
D'UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES, 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


1. La manière dont il convient de définir les notions de Amite et de 
continuité se présente, au début de l'Analyse, comme un point quelque 
peu délicat; les diverses définitions qui en ont été données jusqu'ici, 
celle même qu'avec bien d’autres auteurs j'ai donnée naguère de la 
continuité ('), ne me paraissant pas entièrement satisfaisantes, je 
désire revenir aujourd’hui sur cette question et indiquer les amélio- 
rations dont elle me semble susceptible. Pour abréger, je supprimerai 
toute démonstration et me bornerai strictement aux définitions et aux 
énoncés. 


2. Les notions de limite et de continuité, comme on le verra ci-après, 
se rattachent par un lien immédiat à celle de quantité : il convient 
donc de donner sur cette dernière quelques indications sommaires, 
permettant de concevoir comment on peut, avec la seule notion de 
nombre entier et sans faire intervenir jamais la moindre considération 
relative aux grandeurs concrètes, définir tour à tour les fractions, les 
quantités négatives et les nombres incommensurables. Cette question 


(1) Riogurer, Sur les fonctions continues d'un nombre quelconque de variables, et 
sur le principe fondamental de la théorie des équations algébriques (Annales de |’ Ecole 
Normale supérieure; 1890). 
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préliminaire si importante a été traitée récemment par M. Méray ('), 
dont je vais tout. d'abord résumer les idées, en les modifiant sur 


quelques points (?). 


3. Nous nommerons eapression fractionnaire la simple association, 
dans un ordre déterminé, de deux entiers dont le premier s’appelle 
numérateur, et le second, essentiellement différent de zéro, dénomina- 
teur. L'expression fractionnaire qui a pour numérateur 7 et pour déno- 
minateur d sera désignée par le symbole 


Ent 
Nous conviendrons de dire que deux expressions fractionnaires 
[nya |, [nt, a] 


jouissent l’une par rapport à l’autre de la propriété (À), si les deux mul- 
tiplications 
FLAC TL CL 
donnent pour résultat le même entier. 
Cela posé, on établit sans peine la proposition suivante : 


Les diverses expressions fractionnaires se partagent en une infinité de 
groupes, contenant chacun une infinité d'expressions, et tels : 1° que deux 
expressions fractionnaires appartenant à un même groupe, ou, comme 


(1) Les Mémoires de M. Méray sur ce sujet ont pour titres : 

Les fractions et les quantités négatives (Nouvelles Annales de Mathématiques ; 1890): 

Sur le sens qu’il convient d’attacher à l’expression « nombre incommensurable », et 
sur le criterium de existence d'une limite pour une quantité variable de nature donnée 
(Annales de l’École Normale supérieure; 1887). . 

Ils se trouvent reproduits dans la première Partie d’un Ouvrage de M. Méray, actuelle- 
ment en cours de publication, et intitulé : Zeçons nouvelles sur l’ Analyse infinitésimale 
et ses applications géométriques. 

M. Kronecker, de Berlin, s’est également préoccupé de ramener la notion de nombre 
irrationnel à celle de nombre rationnel : le point de vue adopté par M. Méray me semble 
toutefois préférable. 

(2) Voici les principales modifications que j'ai cru devoir apporter à l'exposé de 
M. Méray : 1° j'ai adopté pour les valeurs fractionnaires une définition toute différente ; 
2° j'ai modifié sa définition des valeurs infinitésimales de manière qu’elle offrit avec celle 
des valeurs fractionnaires le plus d’analogie possible; 3° j'ai établi, entre la notion de 
valeur infinitésimale et celle de limite, une distinction que M. Méray ne fait pas, et qui 
me parait utile. : 


nn LL 2 / 
’ 
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cas particulier, identiques entre elles, jouissent l’une par rapport à l’autre 
de la propriété (h); 2° que deux expressions fraclionnaires appartenant 
a deux groupes différents ne jouissent pas l’une par rapport à l’autre de 


la propriété (i). 


On attribue alors, par convention, une valeur unique, dite /raction- 
naire, à toutes les expressions contenues dans un même groupe, et 
les valeurs fractionnaires qui correspondent à deux groupes distincts, 
sont, également par convention, considérées comme distinctes. Deux 
valeurs fractionnaires sont dites égales ou inégales suivant qu’elles 
sont ou non identiques l’une à l’autre. 

Parmi les groupes d’expressions fractionnaires dont il vient d’être 
question, il en est un, remarquable entre tous, qui comprend, à l’ex- 
clusion de toute autre, les diverses expressions fractionnaires de numé- 
rateur O; nous désignerons par y la valeur fractionnaire correspon- 
dante. 

Si l’on désigne par 

Darks 


les groupes correspondant a deux valeurs fractionnaires non iden- 
tiques, et si, dans ces groupes respectifs, on choisit à volonté deux 
expressions 

Li, di], [72 ds), 


il est facile de se convaincre que l’entier n,d,, forcément différent de 
l’entier n, d,, lui est ou constamment supérieur, ou constamment inférieur, 
indépendamment des choix opérés dans les groupes T,, V, : suivant qu’on 
se trouvera placé dans l’un ou l’autre cas, on dira que la valeur com- 
mune des expressions du premier groupe est supérieure ou inférieure à 
la valeur commune des expressions du second. On établit d’ailleurs 
fort aisément que sz une premiere valeur est supérieure à une deuxième, 
et celle-ci supérieure à une troisième, la première est supérieure à la trot- 
stème. 

Pour définir l'addition des valeurs fractionnaires, on commence par 
résoudre le problème suivant : Construire g expressions fractionnaires, 
de méme dénominateur, dont les valeurs soient données. Cela fait, si l’on 
désigne par 

[p1,9l [p27], -.., [Pe] 
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les g expressions fractionnaires dont l’ensemble constitue une solution 
quelconque du problème dont il s'agit, l'expression fractionnaire 


[pit Pat... + Pas]; 


déduite des précédentes par l'addition des numerateurs, varie, il est vrat, 


avec la solution considérée, mais garde une valeur constante, qui est, par 


définition même, la somme des valeurs proposées. 
Si, des valeurs fractionnaires quelconques étant données, on en const- 


dère des expressions respectives quelconques 
[ a, b, |, [ a2, ba], ee | [ Ax, by |, 
l'expression fractionnaire 


Lai de, ak DROLE 


déduite des précédentes par la multiplication des termes semblables, varie 
encore avec les expressions choisies pour les valeurs proposées, mais garde 
une valeur constante, qui est, par définition même, le produit des 
valeurs proposées. 

Quant à la soustraction et à la division des fractions (ce mot doit 
ètre considéré comme synonyme de valeurs fractionnaires), nous 
les définirons, suivant l'habitude, comme les opérations inverses de 
l'addition et de la multiplication. Retrancher d’une fraction donnée 
une autre fraction donnée, c’est trouver une troisième fraction qui, 
ajoutée à la seconde, régénère la première; diviser une fraction donnée 
par une autre fraction donnée, c’est trouver une troisième fraction 
qui, multipliée par la seconde, régénère la première. Dans le monde des 
fractions, comme dans le monde des entiers, la soustraction est, tantôt 
possible, tantôt impossible; la division au contraire, rarement possible 
dans le monde des entiers, l'est toujours dans le monde des fractions, 
abstraction faite du cas singulier où le diviseur est V. 


4. Voici comment il convient de définir les quantités positives et 
négatives. 

À toute valeur fractionnaire distincte de V on fait correspondre deux 
valeurs, que l’on qualifie l’une de positive, l’autre de négative; à la 


——_ UN EP 


N 


% 
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valeur V on fait correspondre une seule valeur, que l’on qualifie de 
neutre : les diverses valeurs qualifiées ainsi obtenues sont, par conven- 
tion, toutes distinctes entre elles. Deux valeurs qualifiées sont dites 
égales ou inégales, suivant qu'elles sont ou non identiques l’une à 
l’autre. 

Deux valeurs qualifiées, l’une positive, l’autre négative, correspon- 
dant à une même valeur absolue, sont dites opposées ; la valeur neutre 
est considérée comme étant son opposée à elle-même. 

Pour ajouter entre elles des quantités qualifiées données, on com- 
mence par faire la somme des valeurs absolues de celles qui sont posi- 
tives, puis la somme des valeurs absolues de celles qui sont négatives, 
en négligeant les quantités neutres; soient P et N les deux sommes 
ainsi obtenues : si P est plus grand que N, la somme des quantités 
qualifiées données est positive et a pour valeur absolue P — N; si P 
est plus petit que N, elle est négative et a pour valeur absolue N — P; 
si P=N, elle est neutre. 

Le produit de plusieurs quantités qualifiées a pour valeur absolue le 
produit des valeurs absolues des facteurs; si quelqu’un de ceux-ci est 
neutre, le produit l’est également; dans le cas contraire, il est positif 
ou négatif suivant que le nombre des facteurs négatifs est pairou impair. 

Dans le monde des valeurs qualifiées, la soustraction et la division 
se définissent encore comme les opérations inverses de |’addition et 
de la multiplication; la division, devenue possible, dans le monde 
des valeurs fractionnaires, toutes les fois que le diviseur n’est pas V, 
demeure possible, dans le monde des valeurs qualifiées, toutes les fois que 
le diviseur n’est pas neutre; en outre, l'impossibilité éventuelle de la 
soustraction, qui subsiste dans le premier de ces deux mondes, dispa- 
rait entièrement dans le second. 

En désignant par a, b deux quantités qualifiées quelconques, on voit 
sans peine que les différences a — b, b — a sont des quantités opposées, 
de valeur neutre ou non neutre suivant que les valeurs qualfiées a, b sont 
ou non identiques : dans le cas où a, b ne sont pas identiques, la valeur a 
est dite supérieure ou inférieure à b, suivant que la différence a — b 
est positive ou négative. On démontre aisément que, st une première 
valeur qualifiée est supérieure à une deuxième, et celle-ci supérieure à une 
troisième, la première est supérieure à la troisième. 

Ann. del’ Ee. Normale. 3° Série. Tome XII. — Juizer 1895. 26 
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5. Nous nommerons expression infinitésimale une valeur qualifiée 
variable dépendant de certains indices, c’est-à-dire de certains entiers 
indéterminés dont chacun peut varier arbitrairement à partir de telle 
ou telle valeur fixe qu’on lui assigne pour valeur minima ("). 

Une expression infinitésimale @,,,p.... dépendant des indices m, 2, De 
sera dite infiniment petite, si à toute valeur positive € on peut faire 
correspondre des entiers déterminés p, v, .. tels, que les relations 
simultanées 

TU n2y, 


entrainent, comme conséquence nécessaire, la double inégalité 


Am,ny... | 
| UE: 
opp. Amn... | 


Nous conviendrons de dire que deux expressions infinitésimales 


Lies Prec LR ASE 


pouvant avoir un certain nombre d'indices communs p, ..., souts- 
sent l’une par rapport à l’autre de la propriété (9), si l'expression infi- 
nitésimale 
Œmnissspas = 
dépendant des indices m, ..., n,..., p',..., Pp’, ..., est infiniment 
petite. 
Une expression infinitésimale jouissant par rapport à elle-même de 


(1) Exemples : 1° Si, désignant par m, x des entiers indéterminés, on considère les 
deux quantités positives de valeurs absolues [1, m], [1, 2], la somme de ces deux quan- 
tités, leur produit, l'excès de la première sur la seconde, le quotient de la première par 
la seconde, etc., sont autant d'expressions infinitésimales dont chacune dépend des indices 
m, n arbitrairement variables à partir de 1(m21, #21). 2° Si, désignant par p, q des 
entiers indéterminés, on considère les deux quantités positives de valeurs absolues 
[1,p—2], [1,q¢—5], la somme de ces deux quantités, leur produit, l'excès de la pre- 
mière sur la seconde, le quotient de la première par la seconde, ete., sont autant d’ex— 
pressions infinitésimales dépendant des indices p, g, qui peuvent varier arbitrairement, 
l'un à partir de 3(p 23), l’autre à partir de 6(q 26). 3° Le ki" terme d’une progression 
arithmétique ou géométrique, dont le premier terme et la raison sont des quantités quali- 
fiées données, la somme des Æ premiers termes de cette progression, leur produit, la 
somme de leurs carrés, ete., sont autant d'expressions infinitésimales, dont chacune 
dépend de l'indice k, arbitrairement variable à partir de 1 (k21), 


PTT 
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la propriété (0) sera dite convergente. Telles sont, en particulier : 
1° une expression infinitésimale infiniment petite; 2° une expression 
infinitésimale immobile, c'est-à-dire qui garde toujours la même valeur 
qualifiée, indépendamment des valeurs entières que l’on attribue aux 


indices. 


Une expression infinitésimale non convergente sera dite divergente. 

Il est aisé de prouver que, si deux expressions infinitésimales jouis- 
sent l’une par rapport à l’autre de la propriété (0), chacune d’elles en 
jouit aussi par rapport à elle-même. En conséquence, une expression 
divergente ne peut jouir de la propriété (0), ni vis-à-vis d'elle-même, 
ni vis-à-vis d'aucune autre expression. 

Cela posé, on établit sans difficulté la proposition suivante : 


Les diverses expressions convergentes se partagent en une infinité de 
groupes, contenant chacun une infinité d'expressions, et tels : 1° que deux 
expressions appartenant à un même groupe, ou, comme cas particulier, 
identiques entre elles, jouissent l’une par rapport a l’autre de la pro- 
priété (0); 2° que deux expressions appartenant à deux groupes diffe- 
rents ne jouissent pas l’une par rapport à l'autre de la propriété (0). 


On attribue alors, par convention, une valeur unique, dite infinitest- 
male, à toutes les expressions contenues dans un même groupe, et les 
valeurs infinitésimales qui correspondent à deux groupes distincts 
sont, également par convention, considérées comme distinctes. Deux 
valeurs infinitésimales sont dites égales ou inégales, suivant qu’elles 
sont ou non identiques l’une à l’autre. 

Parmi les groupes d’expressions infinitésimales dont il vient d’être 
question, il en est un, remarquable entre tous, qui contient, à l’exclu- 
sion de toute autre, les diverses expressions infinitésimales infiniment 
petites; ces dernières y sont deux à deux opposées. Dans tout autre 
groupe, une expression quelconque conserve, à partir de valeurs suffi- 
samment grandes de ses indices, une qualification constante (positive 
ou négative) indépendante du choix que l’on peut faire parmi les 
diverses expressions du groupe. Enfin, exclusion faite du groupe qui 
correspond aux expressions infiniment pelites, les autres se partagent 
en couples dans chacun desquels les expressions du premier groupe 
sont respectivement opposées à celles du second. Cela posé, la valeur 


a ae 
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infinitésimale qui correspond au groupe des expressions infiniment 
petites est dite céléo-neutre; toute autre valeur infinitésimale est dite 
téléo-positive ou téléo-négative, suivant que l’une quelconque de ses 
expressions finit par rester constamment positive ou constamment né- 
gative. La valeur téléo-neutre est dite opposée à elle-même, et les autres 
se partagent en couples de valeurs dites opposées. 

Une valeur infinitésimale est dite commensurable ou incommensu- 
rable, suivant qu’elle admet ou non une expression immobile. 

Si l’on désigne par 
(1) A, Brera 


des valeurs infinitésimales données, et par 
(2) LORD IE, 14 


des expressions quelconques (nécessairement convergentes) de ces va- 
leurs, toute combinaison déterminée Q d’additions, soustractions et 
multiplications à exécuter sur a, b, ..., {fournit une nouvelle expres- 
sion ayant pour indices tous ceux des indices de a, b, ..., / qui sont 
distincts entre eux. Cela posé, /’expression ainsi engendrée est conver- 
gente, et sa valeur infinitésimale est independante des diverses manières 
dont peuvent être choisies les expressions (2) des valeurs données (1); 
cette valeur infinitésimale constante est, par définition, le résultat de 
l'opération Q exécutée sur les valeurs données. 

Si l’on désigne par A, B deux valeurs infinitésimales quelconques, 
la seconde non téléo-neutre, et par a, b deux expressions quelconques 
de ces valeurs, le quotient de a par b est une expression convergente 
dont la valeur infinitésunale ne dépend pas du choix que l’on peut faire 
parmi les expressions diverses des valeurs données A, B; cette valeur infi- 
nitésimale constante est, par définition, le quotient de A par B. 

En désignant par A, B deux quantités (‘) infinitésimales quel- 
conques, on voit sans peine que les différences A—B, B — A sont des 
quantités opposées, dont la valeur est ou non téléo-neutre, suivant que les 
quantités infinitésimales A, B sont ou non identiques : dans le cas où A, B 
ne sont pas identiques, la valeur A est dite supérieure ou inférieure à la 


(1) Les mots nombre, valeur, quantité doivent être considérés comme synonymes. 
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valeur B, suivant que la différence A — B est téléo-positive ou téléo- 

négative. On démontre aisément que, si une premiere valeur infinitési- 
one est supérieure à une deuxième, et celle-ci supérieure à une troisième, 
la première est supérieure à la troisième. 

L'extraction d’une racine, opération presque toujours impossible 
dans le monde des valeurs fractionnaires ou positives, devient au con- 
traire toujours possible dans le monde des valeurs téléo-positives : on 
peut effectivement démontrer qu’étant donnée une valeur infinitésimale 
non téléo-négative, il existe une valeur de méme nature, et une seule, régé- 
nérant la proposée par son élévation à la puissance r; on la nomme 
racine r'°" arithmétique de la proposée (*). 


6. Ces préliminaires posés, passons à l’objet direct de la présente 
Note. 

Nous nommerons variante une expression de tous points semblable 
à une expression infinitésimale, si ce n’est qu’à chaque système de 
valeurs particulières des indices correspond, comme valeur actuelle de 
l'expression, une valeur infinitésimale au lieu d’une valeur qualifiée. 

Considérons une variante +, , … dépendant des indices m, n, ..., et 
désignons par €, ,,… une expression infinitésimale aux mêmes indices, 
arbitrairement choisie sous les seules conditions d’être infiniment 
petite et d’avoir des valeurs actuelles toutes positives. A un système 
quelconque p, v, ... de valeurs particulières de m, n, ... correspond, 
comme valeur actuelle de ¢,,,,..., la quantité infinitésimale vy, 5 à 
celle-ci faisons correspondre maintenant, suivant quelque loi déter- 
minée YW, une valeur qualifiée a, telle, qu’en assimilant pour un 
instant ayy. et eu, à des valeurs infinitésimales commensurables, 
les différences opposées 4... — dus. Qy,v,...— Pas. Solent toutes deux 
inférieures à ¢,,,.: cette valeur qualifiée, qui varie avec les valeurs 
particulières attribuées à m,n, ..., engendre une expression infini- 
tésimale a, , … dépendant des mêmes indices que la variante proposée 


(2) Il conviendrait peut-être de nommer Analyse infinitésimale Yensemble des théories 
ressortissant au monde des valeurs infinitésimales et de leurs accouplements en imaginaires ; 
l'Analyse infinitésimale comprendrait alors essentiellement, outre le Calcul différentiel et 
intégral, un certain nombre de théories élémentaires telles que le calcul des radicaux 
arithmétiques et la résolution de l'équation du second degré, 


TER 


206 RIQUIER. 


En. Or, le choix variable des éléments arbitraires que comporte la 
génération précédente, nous voulons dire de la variante ¢,,,,,. et de la 
loi W, fournit diverses expressions infinitésimales analogues à @,,»,... 
lesquelles sont forcément, comme on peut le démontrer, ou toutes de 
même valeur infinitésumale, ou toutes divergentes. Cela étant, nous dirons 
que la variante proposée %n,n,... est convergente dans le premier cas, 
divergente dans le second; dans le cas de la convergence, nous dirons 
en outre qu’elle a pour limite (ou qu’elle tend vers) la valeur infinité- 
simale commune aux diverses expressions infinitésimales a, p,..5 +... 

Voici maintenant les principales propositions relatives aux variantes 
convergentes et à leurs limites. 

Pour qu'une variante tende vers la valeur téléo-neutre, il faut et u 
suffit qu'à partir de valeurs suffisamment grandes de ses indices, elle 
devienne, ainsi que son opposée, moindre qu'un nombre téléo-posutif ar- 
bitrairement choist. 

Pour qu une variante Vn... aux indices m, n, ..., tende vers quelque 
limite, il faut et il suffit que la variante 


, , , — () 7 ” 
Gey re Ma cd Sp ey 


aux indices m,n,...,m,n", ..., tende vers la valeur téléo-neutre. 
Pour que deux variantes 


Pres D 5 np 


tendent vers une même limite, 1l faut et il suffit que la variante 
Pons = nan 


tende vers la valeur téléo-neutre. 

Pour qu'une variante +, tende vers V, il faut et il suffit que 
Emn,… — V tende vers la valeur téléo-neutre. 

St sur des variantes convergentes on exécute une combinaison détermi- 
née Q d’additions, soustractions et multiplications, la variante ainsi 
engendrée tend vers une limite qu'on obtient en exécutant sur celles des 
proposées la même combinaison Q. 

St les variantes u, v tendent vers les limites U, V, la seconde non téléo- 


- . 3 u ies 
neutre, le quotient > 4 pour limite V' 


Lorsqu'une variante tend vers une limite téleo-positive ou téléo-néga- 
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tive, elle demeure, a parur de valeurs suffisamment grandes de ses indices, 
téléo-positive dans le premier cas, téléo-négative dans le second. 

St la variante +, aux valeurs actuelles non téléo-négatives, a pour 
limite V, la racine r?"° arithmetique de 9 a pour limite celle de V. 


7. Nous plaçant désormais dans le monde des valeurs infinitési- 
males, nous nommerons point à h coordonnées tout système de valeurs 
particulières respectivement attribuées aux lettres æ, y, ..., et 
espace à h dimensions l'ensemble de tous les points à À coordonnées. 

La distance des deux points 


Cor Cry, ee) 
sera, par définition, la racine carrée arithmétique de la quantité 
CN) (am Je) ee. 

Pour que deux points sortent identiques, il faut et 1l suffit que leur dis- 
tance soit téléo-neutre. 

Dans l’espace à A dimensions, on a souvent à considérer, à l’exclu- 
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont à 
certaines conditions analytiques, d’une nature absolument quelconque 
d’ailleurs : leur ensemble constitue ce qu’on appelle un fragment de 
l’espace à A dimensions. 

Un point sera dit contigu à un fragment donné, si sa distance à un 
point variable du fragment, sans jamais devenir téléo-neutre, peut 
tomber néanmoins au-dessous de toute valeur téléo-positive. 

Un fragment d'espace sera dit complet, s’il n’existe aucun point qui 
lui soit contigu. : 

Lorsque la distance d’un point fixe de l’espace à tout point d’un 
fragment donné reste constamment inférieure à quelque nombre téléo- 
positif, un point fixe quelconque jouit de la même propriété, et le 
fragment est dit kite. | 

Nous nommerons variante complexe un point ayant pour coordon- 
nées À variantes simples; les divers indices dont celles-ci dépendent 
dans leur ensemble varient chacun à partir de telle ou telle valeur fixe 
qu’on lui assigne pour valeur minima. 

Une variante complexe sera dite convergente, si ses coordonnées le 
sont toutes à la fois, et le point obtenu en remplaçant ces dernières 
par leurs limites respectives sera la /umute de la variante complexe. 


a 
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8. Si à tout point (a, y, ...) d’un fragment de l’espace a h dimen- 
sions on fait correspondre, suivant quelque loi déterminée, une Va- 
leur (infinitésimale) f(a, y, ...), cette loi définit une fonction des 
h variables x, y, ... dans le fragment considéré. 

Une fonction f(a, y, ...) de ’ variables, définie dans un fragment E, 
y sera dite continue, si, la variante complexe (u, 9, ...) étant arbitrai- 
rement choisie sous les seules conditions d’être constamment située 
dans E et de tendre vers quelque point (U, V, ...) de ce fragment, la 
variante simple /(u, ¢, ...) a pour limite /(U, V, ...). 

On appelle composition des fonctions l'opération qui consiste à sub- 
stituer aux variables s, ¢, .. d’une fonction donnée 9(s, 4, ...) autant 
de fonctions données 


(3) re D ee fee ec 9 P 


d’autres variables a, y, ..., ce qui engendre évidemment une nouvelle 
fonction de ces dernières | 


F(z, 7, A) =o Slay, ed PALERME" Ro 


relativement à cette opération, les fonctions (3) sont dites simples, 
9(s,1,..) se nomme la fonction composante, et F(a, y, ...) la fonction 
composée. Cela posé, st les fonctions simples (3) sont toutes continues 
dans un fragment d'espace Hy, y,...; si la composante 9(s, t, ...) jouit de 
la même propriété dans un fragment d'espace E,.,...; st enfin les valeurs 
des fonctions simples en chaque point du premier sont les coordonnées de 
quelque point du second : la fonction composée F(x, y, ...) est certaine- 
ment continue dans le premier fragment. 

En rapprochant de ce qui précède les propositions énoncées plus 
haut relativement aux limites, on en déduit immédiatement les consé- 
quences particulières suivantes : 1° Le quotient ~ est une fonction de æ,ÿ 


continue dans tout fragment de l'espace à deux dimensions où la variable y 
n'est Jamais téléo-neutre; 2° Une fonction entiére des h variables x, y,... 
est continue dans un fragment quelconque de l’espace à h dimensions ; 
3° Si les fonctions P(a, y, .. -), Q(X, y, ...), .. sont continues dans un 
même fragment d'espace, toute combinaison entière de ces fonctions y est 
également continue; 4° Si les deux fonctions P(x, y, .. > Of 2.555 0 
sont continues dans un méme fragment d ‘espace, sans que la seconde y 


# 
L- 
: 
z= 
5 
; 
4 
4 
4 
1 
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devienne jamais téléo-neutre, le quotient oe) y est également 
~ ? Wo Co 0 


continu; 5° Si la fonction P(x, y,...) est continue dans un fragment 
d espace sans jamais y étre téléo-négative, la racine r"° arithmétique de 
P(a, y, ...) y est également continue. 


9. Nous formulerons enfin les théorèmes généraux suivants : 


I, Si l’on désigne par f(x, Y,...) une fonction continue dans un 


espace complet, par (&, Yo, +++) un point fixe et par (x, y, ...) un 


point variable situés l’un et l'autre dans cet espace, on peut, un nombre 
téléo-positif « étant donné, assigner un nombre téléo-positif B cel, que la 
double relation | 
VPN Non ©) TA ES OR) | 
D flea ) 1 Fy Ves rue) 


sout une conséquence des relations simultanées 


Or A 


æ — ZX ) Vo) 0 


<B, 


Il. Si l’on désigne par f(x, y, ...) une fonction continue dans un 
espace à la fois complet et limité, et par (x',y',...), (x", y’,...) deux 
points variables situés l’un et l’autre dans cet espace, on peut, un nombre 
téléo-positif « étant donné, assigner un nombre téléo-positif B tel, que la 
double relation 


VAC ore 0) AA ae | <a 
os a i PCE tea) 


soit une conséquence des relations sunultanées 


nt) y! a y" 
<= 6, yt — y 


v 


= 6, 


Ill. Lorsqu'une fonction est continue dans un espace a la fois com- 
plet et limité, elle y demeure, ainsi que son opposée, constamment infe- 
rieure à quelque nombre téléo-posilif. 


IV. Sotent C une constante infinitésimale, et f(x, y,...) une fonction 
continue dans un espace a la fois complet et lümuté : st, quel que soit le 
nombre téléo-positif «, il existe dans l’espace en question quelque point 
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où les differences opposées 

CH flats Vsur ds They ee | 
tombent l'une et l'autre au-dessous de «, le méme espace contient certat- 
nement quelque point où f(x, y, ...) prend la valeur C. 


V. Lorsqu'une fonction est continue dans un espace à la fois complet 
et limite, on peut assigner deux valeurs extrêmes, l’une supérieure, l’autre 
inférieure, dont chacune est atteinte par la fonction en quelque point de 
cet espace (les deux valeurs extrêmes se confondent si la fonction se 
réduit à une constante). 

Je ferai observer, au sujet du théorème I, que la propriété qui sert 
de définition habituelle à la continuité, et à l’aide de laquelle je l'ai 
définie moi-même dans mon Mémoire de 1890 ('), devient ici l’objet 
d’une proposition démontrable, exigeant toutefois que l’espace où l’on 
considère la fonction soit un espace complet; quant aux théorèmes II, 
II, IV, V, qui figuraient déjà dans le Mémoire dont il s’agit, leurs 
énoncés subsistent malgré le changement de définition. 


(1) Sur les fonctions continues, etc. (Annales de l’École Normale supérieure ; 1890). 


DE L'INFLUENCE 


QUE 


LES ACTIONS CAPILLAIRES 


x EXERCENT 


SUR UN CORPS FLOTTANT, 


Par P. DUHEM. 


S I. — Préliminaires. 


Imaginons qu’à la surface de séparation de deux fluides incompres- 
sibles 1 et 2, flotte un corps solide 3. Soit S,, l’aire de la surface de 
contact des deux fluides 1 et 2; soient S,, et S,, les aires des surfaces 
de contact du solide 3 avec les fluides 4 et 2. La partie variable du 
potentiel thermodynamique interne du système se réduira, selon l’a- 
nalyse bien connue de Gauss, à 


(1) F = As Sie + Aus Si3 + A3 923, 


A pg étant une quantité qui dépend uniquement de la nature des deux 
corps p et g. Cette formule suppose invariable la surface qui limite ex- 
térieurement les fluides 1 et 2. 

Lorsque nous voudrons appliquer au système le principe des tra- 
vaux virtuels, nous serons amené à étudier la variation infiniment 
petite 
(2) OF = A2 0812 + A1309 13 + A 230928 


qu'éprouve la quantité f au cours d’une modification virtuelle im- 
posée au système. Cette étude se ramènera à mettre sous une forme 
commode les quantités ¢S. 

Soit S’ l’aire de la surface en laquelle la surface S s’est trans- 
formée par la modification: à chaque point M deS faisons correspondre 
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un point M’ de S’, cette correspondance étant assujettie seulement aux 


conditions suivantes : 
1° A toute figure tracée sur S correspond, sur S’, une figure infini- 


ment peu différente. 

2° A tout point du bord de l'aire S correspond un point du bord de 
Vaire 5’. 

Si les coordonnées du point M sont désignées par a, y, 3, celles du 
point M seront désignées par æ + 6a, y + dy, 5 + és. 

Faisons choix, sur la surface S, d’un côté dit positif; soient, en un 
point M de cette surface, N la demi-normale menée du côté positif, et 
RetRles rayons de courbure principaux, chacun d’eux étant compté 
positivement lorsque, pour aller de la surface au centre de courbure 
correspondant, on marche dans le sens de la normale N. 

Soient d/ un élément du contour de l'aire S; z une demi-droite, 
normale à d/, tangente à la surface S, et dirigée vers l’intérieur de 
l'aire S. 

On sait que l’on a 


(3) dS = — S (+R) [cos(N, 2) dx + cos(N, y) dy + cos(N, 3) ds] dS 
— f Leos(n, x) dx + cos(n, y) dy + c08(n, 5) 35] dl. 


Nous désignerons par p, et p, les densités invariables des fluides 1 
et 2; nous admettrons que les forces extérieures auxquelles sont sou- 
mis les divers éléments de ces fluides admettent une fonction poten- 
tielle W. 

Nous désignerons par X, Y, Z les composantes de la résultante géné- 
rale, et par L, M, N les composantes de l’axe du couple résultant, 
auxquelles peuvent se réduire les forces extérieures appliquées au 
corps solide. 

Le travail effectué par les forces extérieures appliquées au système 
pourra s’écrire \ 


: ee AY. ow . ow . 
( 1) AC Pi RE OT -+ oy Gy a= SFE a2) dv, 


* few. : ay. ow 
ri a P2 Fe Ox + Oy 0) (re ed ds) da 


+ X0E+ Yon + Z0% + Ld) + Modu + Mov, 


LR ét OF nb) si ee 


ae a tt à do ie: 
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Dans cette égalité : 


x, dy, oz sont les composantes du déplacement du point matériel, 
appartenant à l’un des fluides, dont x, y, z sont les coordonnées 
initiales; 

0&, Oy, & sont les composantes de la translation élémentaire suivant 
les axes Ow, Oy, Os, et CA, du, dv les composantes de la rotation 
élémentaire autour des axes Ox, Oy, Oz, translation et rotation 
imposées au solide. 


Ces points de départ admis, on peut démontrer, par des méthodes 
qui sont exposées dans tous les Traités et que nous nous contentons de 
rappeler, les propositions suivantes : 

1° Il existe une fonction IL, (x, y, 2), variable d’une manière con- 
tinue à l’intérieur du fluide 1, telle que l’on ait, en tout point de ce 
fluide, 

oll, ow 

One 8) de 
ARE 
dy 
Ale + Pi a — Oe 
03 Oz 


(5) 


Il existe une fonction IL, (x, y, z), variable d’une manière continue 
à l’intérieur du fluide 2, telle que l’on ait, en tout point de ce fluide, 


oll, ow 
== 0 


Ox “a Pa dx S| 
3 oll, ow 

(5 bis) “Oy DS Seb 
oll, ow 

= == P2 Ae = () 


2° Si l’on prend pour côté positif de la surface S,, le côté qui con- 
fine au fluide 1, convention que rappellera l'indice 1 affecté aux rayons 
de courbure, on a, en tout point de la surface S,,, 


(6) Il, — I, = À 


=~ 
= 
> 
e 
PLUS 
=| - 
Ci 
alin 
7 


k étant une constante; cette égalité peut encore s’écrire d’une autre 
manière. 
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D'après les égalités (5), on a, à l’intérieur du fluide 1, 
Il, She ov = C5 


‘ 2 "Ve ~ . a 9° PS 
C, étant une constante ; d’après les égalités (5 bis), on a, à l'intérieur 


du fluide 2, 
IL + p, — C, 


C, étant une constante. Si l’on pose 
K=C— ART k, 
l'égalité (6) peut s’écrire 


. ° I I r 
(6 bus) (P1 — Pa) + A (x He Rn) =k. 


Soit 7 l'angle de raccordement du fluide 1 avec le solide 3, compte 
suivant les conventions habituellement acceptées dans l’étude de la 
capillarité; on aura 


À — Ads 


(7) COS ea 


Ces résultats préliminaires rappelés, nous allons aborder le pro- 
blème dont la solution fait l’objet de ce travail. 


§ II. — Équilibre d’un corps flottant à la surface de séparation 
de deux fluides. 


Imaginons que l’on donne au corps solide un déplacement infini- 
ment petit, composé d’une rotation (dA, du, dv) et d’une translation 
(35, oy, 6C). Un point (x, y, =) de la surface du solide éprouve un dé- 
placement (Aw, Ay, Az) dont les composantes sont 


Ax = AE + 5 du — y dv, 
Ay = An + xdv — 39), 


— 
oO 
wm 


As = AC + y Où — xôp, 


Les fluides, en même temps, se déforment d’une manière quel- 
conque; nous supposerons seulement que la ligne suivant laquelle les 
fluides 1 et 2 se raccordent avec le solide soit entrainée dans le mou- 
vement du solide; les composantes du déplacement en un point de 


’ 
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cette ligne seront alors données par les égalités (8); en outre, les 
aires S,,, S,, demeureront invariables. 
Nous aurons donc 


Os == = CAG Geta per ) (eos (Ni, «de + cos(N, y )dy + cos(N,, s) dz] dS,, 


— À, f [cos(n, x) dx + cos(n, y) dy + cos(z, s) 63] di, 


} 
+ 


dl étant un élément de la ligne de raccordement et n la demi-droite 
normale à cet élément, tangente à la surface S,, et dirigée vers l’inté- 
rieur de l’aire S,,. 

En chacun des points de la ligne /, nous pouvons prendre 


pe wy à L 


on = Ag, ey = Ay, os == Az 


= et écrire, par conséquent, au lieu de l’égalité précédente, 


(CIRE EE ALN (rz + 7) [cos (Ny, ) dx + cos (N,, vy) dy + cos (N,, s) dz] d8,5 
1 1 


= An f cos (n, x) dE + cos(n, vy) dn + cos (n, 5) Of 
+ [y cos (n,z) — 2 cos(n, y)] 0A 
+ [3s cos(n, x) — xcos(n,z)] du 
+ [x cos(n,y) — y cos (n, x)] dv | dl. 


Les forces extérieures effectuent un travail donné par l’égalité (4 ); 
cette égalité peut se transformer. On a, en effet, 


ow Oe OW 
= [o(S e+ a+ + 5785) de 
We: [eos (Nis 2) dx + cos (Nyy) dy + cos (Ni, 2) 05] dS 12 
+ Ko [cos (Ni, «) da + cos (Ni) dy + ¢08(Ni,2) de] d81s 
00x 0 doz 
+ fa (G+ Oy +) den, 


Mais, comme le fluide 1 est incompressible, on a, en tout point 


du fluide 1, 
ddx doy  ddz 


ap dys Os 


Me. 
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En outre, en tout point de la surface S,,, ona 


cos (N;,æ) dx + cos (N,,y)dy + cos (Ny, 3) 05 
+ cos(N3, 7) Ax + cos (No, y) Ay + cos (Nj, 3) As = 0. 


L’égalité considérée peut done s’écrire 
(10) — fo (Se + + ar “= 8) dv, 
= Kerr [cos (N;, 2) dx + cos(N;, y) dy + cos (N,, 5) 3] dS; 
en S 0, ¥ cos (Ny, x) dS,3 — On S ei Ÿ cos (Nz, Y) dSis 
ET S PT cos (Nz, 5) dSis 
— dX S PpaW[ycos(N:,:) — 2 cos (N3, v)] dSi5 
— dp. S 0, FP [ scos(N;3, x) — x cos (N3, 3)] dSy3 


=, S pe, W [xcos (Nj, y) — y cos(N,,æ)]dS. 


On a de méme 


(10 bis) [ (Se Ox + ae oy + Os ae, 


= Q pe FTcostN, x) dx + Cos(N;, y) dy + cos(N;, s) ds] dSu 
+ OE S pa Ÿ cos(N;, 2) des + on S 0. cos (Na, 7 )dSs 
FN @ Ce ey. 
+ 0f N Pe W cos (N:, 3) dSe3 
+ à S pa WT y cos(Ns, 3) — 3 cos(Ns, y )] dSos 


Le GRR 
+62 Se [3 cos(N;, 2) — x cos(Ns, 5)] dS8z3 


+ dv N pa P| x cos(N;, y) — y cos(N;, x)] d8,;. 


pi: Ne a 
ia = “ 


a a 
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Écrivons maintenant la condition d'équilibre — 


= | ARE oF + d6,= 0, 
7 non tenant compte des égalités (4), (6 bis), (9), (10) et (10 bis). Nous 


aurons 
> | , 


ES “a 


» { AN @) Ox aa cos(N;, y) dy + cos N,, By 0] 48; 
| Or [x A. f costa, x) di— 0,4 SON 2) ao — S oa cos (N;,x) ds, | 
è ee a [x =e ATs f cost, y) di S pi cos (Ns, y) dS43— N oa Ne ass | 
ä ca |z eis f cos(n, 3) dl NI cos(Ns, 3) d8,3 — NA cos (Ng, 5) ds. | 
+ dÀ L + Au f Lrcos(n, z)— 32 es y)1dl 
NE S pi F[y cos(N;, s) —scos(Ns, y)] d5i3, 

-= N PaW [y cos(N;, z) — z cos(N;, y)] dS; | 
+ au} M+ Aj ft cos(n, x) — x cos(n, z)] dl 

Den 


Pre AN CLIE cos(N;, æ) — x cos(N:,5)] dSy3 


a 4 


ss Nr: Ps cos (Ns, 2) — cos (Ns, 2)] HS: 
: ; + dv |N+Au f Le cos(n, vy) —y cos(n, x)] dl 
— K eV x cos (Na) — 7 COS (Nas )] dis 


aS Nae cos(N;, y) — ycos(Ng, æ)] dS,3} = 0 


Cette elite ne doit pas avoir lieu identiquement; le volume de 
chacun des fluides 4 et 2 doit demeurer invariable, condition qui s’ex- 
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prime, on le voit aisément, par l'égalité 
(12) N [cos(N,, x) dx + cos(N,, y) dy + cos (Ni, 5) 0s] dS is 
3 S cos(N,, 2) dS,,— on S cos (Ni, 7) dSis— dE S cos(N5,5) Sis 
— dÀ S [ycos(N; z) —scos(Ng, y)] Sis 
— op S [scos(N3, 2) — x cos(N;, 2] dS;3 
— dv S [x cos(N;, y) — y cos(N;,x)] dS;, = 0. 
En vertu de cette égalité (12), le premier membre de l'égalité (11) 
devient une expression linéaire et homogène en 6A, du, dv, 0, oy, À; 


cette expression doit être égale à o, quelles que soient les six va- 
riables dont elle dépend, ce qui donne les égalités suivantes : 


SEX Au f cos(n, Te S (p,W — K) cos(Ng, x) dS), 
3 NA cos (Nz, x) dSss, 
: o=Y+ Aj. f cos(n, y) dl K (61 —K) cos (Ns, y) dSis 
2 
2 — W 82 cos (Na, ¥) ASe3, 
een + An feos(n, s) di—\ (p,W —K) cos(Ns, =) 48, 
= Ne: cos (Na, 5) Sos. 
| ol + Au f [y cos(n, 3) — 3 cos(n, y)] dl — S (op, ¥ — K) [y cos(Ns, 3) — 5 cos (Ny, Y)] ds). 
— Se Ly cos(N;, s) — scos(N3, y)] dSss, 
a o—M-+ A, fits Cos(n, x) — x cos(n, 3)| dl — N (er — K) [= cos(N3, 2) — x cos (Ng, 3)] dS); 
: 
= Nae cos(N;, x) — æ cos(Ng, s)] dSo5, 
owe An f Le cos(n,y) —y cos(n, «)] dd — Q (o, — K) [x cos (Ns, y) — y 08 (Na, æ)] dS, 


— S pa V(x cos(Ns, y) — y cos(N;, x)] dS,3. 
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Telles sont les conditions d’équilibre d’un solide qui flotte à la sur- 
face de séparation de deux fluides incompressibles. 

Les formules (13) ont été données par divers auteurs; on les 
trouve, en particulier, dans la Mechanik de G. Kirchhoff et dans le 
Traité de Capillarité de K. Mathieu; les formules (14) sont nouvelles. 


§ ITI. — Interprétation des conditions précédentes. 


Les conditions précédentes sont susceptibles d’une interprétation 
tres simple dans le cas particulier qui est défini par les deux hypo- 
thèses suivantes : 

1° Dans la région où se trouve le flotteur, les surfaces de niveau 
W = const. ont une courbure très petite par rapport à la courbure que 
présente, au voisinage de la ligne d’affleurement du flotteur, la surface 
de contact des deux fluides. 

2° On peut tracer autour du flotteur, sur la surface S,, une ligne m 
(fig. 1) au delà de laquelle la surface S,, a une tres petite courbure; 


Fig. 1. 


en vertu de l’égalité (6 bis), la surface S,,, en dehors de la ligne m, 
coincidera sensiblement avec la surface de niveau 


(15) (p1— p2) PW —K—o. 


On pourra, si l’on veut, regarder la surface S,, comme se raccordant 

tangentiellement, le long de Ja ligne m, avec cette surface de niveau. 

k D ee POIDS 

Prolongeons la surface de niveau définie par légalité (15); elle 
coupe la surface du solide suivant une ligne À. 
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Soient 

S l’aire dessinée par la ligne À sur la surface définie par l'égalité (15); 

S’ l'aire de la couronne comprise entre les lignes m et A, sur la même 
surface ; 

S', l'aire de la couronne comprise, sur la surface de contact des deux 
fluides, entre les lignes / et m; | 

c l'aire de la couronne comprise, sur la surface du solide, entre les 
lignes /et A. 


Nous supposerons, pour fixer les idées, que l'aire o fasse partie de 
l'aire S,,; nous désignerons par À,, ce qui reste de S,, lorsqu’on en 
retranche la couronne ¢ et par X,, l’aire S,, augmentée de la cou- 
ronne 5, en sorte que nous aurons 


Zi; Sis— 9; 23 = Sos + ©. 


Nous désignerons par V, le volume compris entre les surfaces S et 
x,,, et nous conviendrons de le nommer volume déplacé par le solide au 
sein du liquide À. 

Nous désignerons par V, le volume compris entre les surfaces S 
et Z,, et nous conviendrons de le nommer volume déplacé par le solide 
au sein du liquide 2. 

Nous désignerons par U le volume annulaire limité par les trois 
couronnes S;,, S’, s; dans le cas où la couronne ¢ est contigué au 
fluide 1, nous le nommerons volume soulevé par le corps solide; dans le 
cas contraire, nous le nommerons volume deéprimé par le corps solide. 
Nous raisonnerons dans le premier cas; dans le second cas, il faudrait 
changer le signe des termes relatifs au volume U que nous introdui- 
rons dans nos formules. 

Nous aurons évidemment 


(16) S. (PL —K)cos(N;, x) dS,3+ S Pa W cos(N;, x) dS,; 
Sis Sas À 
= S. (pa W—K)cos(N;, x) dX,,+ S. Pa Ÿ cos(Ng, x) dE 
TEE" = ; 
en N [pi — p2)W — K] cos(N,, x) do. 


Désignons par y,, v, les demi-normales à la surface S dirigées res- 
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_pectivement vers l’intérieur des volumes V,, V.. Nous aurons 


1 
N (a —K) cos (Ns, æ) ds + N (pi —K) 008 (v, 2) d8=— fa D aV,, 
Sy 5 Ys - 


= 
ra “13 


NS Pa Ÿ cos(N:, æ) dda; +K pe cos(v, æ) dS | =— fav 
123 5 = Vs 


BE | On a, d’ailleurs, en tout point de la surface S, 
x 3 a cos (v4, 2) + c0s(v2, &)— 0, (p1— Pp.) F —K=0, 
en sorte que l’égalité (16) peut s’écrire 

617) N (PT — Ko) cos (Nay 2) 48 NL cos (N;, 2) dS. 


= — fo Te AV fes qu Ve \ Lp1— 2) W — K] c08(Ns, 2) da. 


= D'autre part, nous aurons 
a = h ov 
3 Jen À, lop) —K] o086Ns, 2) de 
2 +. pip) — Kjcos(, ©) a8 
5 


| az S. [(p1— p2) Y — K ]cos(N;, x) dSj,. 


2 Mais l’égalité (6 bis) est vérifiée en tout point de la surface S;, et 
=z l'égalité (15) en tout point de la surface S’; l’égalité précédente peut 


=m donc s’écrire 
ow 
(18) Jf (orp) Fe U =F Lei pa) P — K] cos(Ns 2) da 


I I ae 
"A, S.. (ie —- i) cos(N,, z) dS}... 


Imaginons maintenant que tous les points de la couronne S,, éprou- 
vent une même translation parallèle à l’axe des x; l’aire de cette cou- 
ronne demeurera invariable; exprimons cette condition en faisant usage 


de l’égalité (3) et nous trouverons légalité 


S (x “+ Rr) cos(Ni, z)d8a+ f cos(n, 2) dt+ f cos(n, æ) dm =o. 
Sus R, Ri : 1 ; m 


(22) 
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La demi-droite » est, en tout point du contour m, normale à l’élé- 
ment dm, tangente à la surface S,, et dirigée vers l'intérieur de 
Parreis,.. 

Imaginons de même que tous les points de la couronne S‘ éprouvent 
une même translation parallèle à l’axe des x; l’aire de cette couronne 
demeurera invariable; exprimons cette condition en faisant usage de 
l'égalité (3) et en observant : 

1° Que, par hypothèse, la courbure de la surface S’ est négligeable; 

2° Que les deux surfaces S’,, S’ se touchent le long de la ligne m, 
en sorte qu’en tout point de la ligne m /a méme bec n est nor- 
male à la ligne m, tangente aux deux surfaces S,,, S’, et dirigée à la 
fois vers l’intérieur de l’aire S', et vers l’intérieur de l'aire S’. 

Nous trouverons l'égalité 


(20) fcos(n, x) dm + [ cos(n, 2) di =o. 
m À 


En tout point de la ligne À, la demi-droite x est normale à l’élé- 
ment dA, tangente à la surface S et dirigée vers l’éntérieur de l’aire S’, 
c'est-à-dire vers l’intérieur de l’aire S. 

Les égalités (18), (19), (20) nous donnent légalité 


fees) Ge du = au [ cos(n, 2) dh—Ays f cos(n, æ) dl 
U À Z 


+ Loi 92) ¥ — K] c08(Ny, x) de. 


En vertu des égalités (17) et (21), la premiere des égalités (13) 
devient la premiere des égalités 


or ow ow 
ber et nies J (ea) Eau + Au f c08(n,.2) a, 
À 
=¥+ fas Pi ay PdVi+ fag ae Lee) LEGER fcos(n, ») a, 
oan 


| ow 
0 — Z + Leds it f agave — f (pi ps) Soa + As cos(n, 5) dh. 
U z= À 


vy; 


| 
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Les deux autres se déduisent d’une manière aueioeue des deux der- 
nières égalités (13). 
Transformons de même les égalités (14). 


Nous aurons évidemment, par un raisonnement analogue à celui qui 
a fourni l’égalité (17), 


(23) S. (1 —K)[y cos(Ns, 3) — 2 cos(Ns, y)] dS,; 
À 
+8. Pat ly cos(Ns, 4)—— cos (Ne y )] ds 
ow OW 
fat : Tr) fab ates D) av: 
+K [(e1— p2) ¥ — K] [y cos(N;, z) — z cos(N:, y)] do. 
ley 


D’autre part, nous aurons 


woo 
1— Ps — — 3— | dU 
fe P )(r se Fr) 
S. (pa — p2)@ — K] [vy cos(N3, 5) — 3 coS(N:, y)] do 
+, Ue:— 2) — KI Ly cos(ys, 2) — 2 e08(v, y)] a8" 


A S: [(p1— p2) ¥ —K][y cos(N:, 3) — 2: cos(N;, y)]dS;,. 


L'égalité (6 bis) étant vérifiée en tout point de la surface S,, et 
l'égalité (15) en tout point de la surface S’, l'égalité précédente peut 
s’écrire 


(6) fe—e)(rS 29 )d0 


it S [(o1— pa) — K] [y cos (Ng, 4) — 5 cos(Ns, y)] do 


I ar 
+ An, (Ce +) [y cos (Ni, z) — x cos(N;, y)]dS;,. 


Exprimons maintenant qu'une rotation autour de l’axe des x n’altère 
ni l'aire de la couronne S,,,, ni l’aire de la couronne S’, et nous trou- 


—. | 
2 1000 ni oi am 

a 
, ne W 


eee}. 3 LATE a 


ve À Le AL » 


_verons les deux égalités 


“te ng ae side | z\— zcos( NE. 102 

2 S.. (x = pr) Lo cos CN) cos(Ns, 7145. 
Les a | 

+ f Ly costn, 3) — scos(n, y)] al + fonte ae “tes 


et 


: | + 
; | [ly cos(n, 2) — scos(n, gdm [Ly cos(m 3) —sc0s(n, #14 =O. : 
j DE Ye - | 


Moyennant ces égalités, l'égalité (24) devient 


(25) fee) (oF sg )eu 


= G Lei) ¥ — KI Ly cos(Ns, +) — s cos (Na, »°)] a2 | 


: 
« a 
‘. 


7 +A [Ly cos(n, 5) — scos(n, y)] dh— Aus f Ly cos(n, 3) — scos(n, 1 dl. 
Ses À ; 1 


En vertu des égalités (23) et (25), la premiere des égalités (14) 
devient la premiere des égalités — 


~ 


wee Ow 
o=L+ far detre 28) arn far 25) dV, 


ov ow 
of (pe Pa) (5 Je — gy )dU+ Ais [by eos(n, 3)— scos(n, y)] ah, 


ow 
o=m+ f(s ge ae) i+ fo(ege— eS) avs ; 


ow 
— fer ps) (SE 27) + Au Te cos (7, æ)—æcos(n, 5)] da, 


ow ov ow 
=N+ ie. = han 
? Je dy Ye) fe dy 1 Fe): 


ow À 
| — fe (as —y ai dU +Anf Le cos(n, y) — y cos(n, x)] dd. 


(26) 


eT ee Tat à à hi à 


Le à lt 


NAN Ke 


4 
É 
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Les deux autres se déduisent de même des deux dernières éga- 
lités (14). 

Les égalités (22) et (26) mettent en évidence le théorème suivant 
que nous avions en vue de démontrer : 


Lorsqu'un solide flotte à la surface de séparation de deux fluides incom- 
pressibles, soumis aux forces capillaires, il peut étre regardé comme 


€prouvant, de la part de ces fluides, des actions qui se partagent en trots 


gr oupes . 


1° ACTIONS DU PREMIER GROUPE. — Pour les obtenir, on remplit avec le 


fluide le volume V, que le solide déplace à l'intérieur du fluide À, et avec 


le fluide 2, le volume V, que le solide déplace à l’intérieur du fluide 2; 
on détermine les actions extérieures de fonction potentielle W, auxquelles 
seraient soumis les divers éléments de volume de ces fluides; on renverse 
le sens de ces actions et on les compose comme si elles agissaient sur le 
corps solide. Ces actions sont celles que donnerait la généralisation 
du principe d’Archimede. 


2° ACTIONS DU SECOND GROUPE. — Pour les obtenir, on remplace le vo- 
lume U du liquide 1, que le solide soulève, par un corps solde ayant pour 
densité (9, — p,), et l’on détermine les actions que ce solide, supposé in- 
variablement lié au solide 3, subit de la part de forces extérieures ayant 
pour fonction potentielle W. Dans le cas où le solide déprime le fluide 1, 
le sens de ces actions doit être change. 


3° ACTIONS DU TROISIÈME GROUPE. — Pour les obtenir, on applique une 
force, de grandeur À,, di, a chaque élément de la ligne À suivant laquelle 
la surface de niveau S coupe le solide; cette force est normale à l'élément 
dk, tangente à la surfaceS, et dirigée de l’intérieur du solide vers l'exte- 


rieur. 


Dans le cas où les forces extérieures agissantes se réduisent à la 
pesanteur, les actions du troisième groupe n’ont pas de composante 
verticale; pour calculer la poussée verticale éprouvée par le solide, il 
suffit de tenir compte des actions des deux premiers groupes; on 
retrouve alors un théorème que Laplace avait donné pour un corps 
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“pas” de composante verticale, mais encore on démontre 


- ; … 
226 Pp. DUHEM. — DE nr UENCE QUE LES | LES A 
cylindrique à axe vertical, que Pois 
révolution à axe vertical, et que E. 
nière entièrement générale. 


Non seulement, dans ce cas, fee actio 


Cut ae 


oak eek. 


qu’elles se font équilibre; l'action du fluide : sur le cory 


Wy Pe 


réduit donc à la poussée verticale calculée par Laplace, | : 
E. Mathieu; ce théoreme n’avait pas été démontré jusqu'ici, dui RES 
à notre connaissance. a" x MS + 


as 
om bs 7 


ei EN 


SUR LES 


INTÉGRALES DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 


AUX DÉRIVÉES PARTIELLES DU SECOND ORDRE 
A DEUX VARIABLES INDÉPENDANTES, 


Par M. J. LE ROUX, 


PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU LYCÉE DE BREST. 


INTRODUCTION. 


Les équations linéaires aux dérivées partielles du second ordre se 
rencontrent fréquemment en Géométrie et en Physique mathématique. 
Aussi des le siècle dernier elles se sont présentées à l’étude des mathé- 
maticiens. 

Les premiers résultats importants sur ce sujet sont dus à Euler. 
Laplace, en 1973, donna une méthode générale, permettant d'intégrer 
toutes les équations linéaires de la forme 

d?z Oz 


Ai 


0s 
gear Mao et => 


qui admettent une demi-solution explicite s'exprimant à l’aide d’une 
fonction arbitraire d’une variable et de ses dérivées en nombre limité. 

Toutefois la méthode de Laplace présentait le grave inconvénient de 
conduire à un nombre illimité d’essais dans le cas des équations non 
intégrables sans offrir aucun caractère permettant de reconnaître 
a priori si elle devait, ou non, réussir. Pour résoudre cette difficulté, 
M. Moutard, prenant le problème inverse, montra comment on peut 
construirel’équation linéaire la plus générale susceptible d’être inté- 
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grée entièrement sous forme finie avec deux fonctions arbitraires et 
leurs dérivées en nombres déterminés m et ». Cet important Mémoire, 
présenté à l'Académie des Sciences en 1870 (Comptes rendus du 18 avril), 
disparut dans les incendies de la Commune, et nous n’en connaissons 
que l’Introduction et la troisième Partie relative aux équations de la 
forme 

d?z 

Rad can 

(Journal de l’École Polytechnique, XLV et LVI* Cahier). | 

Depuis M. Darboux a repris l'étude de la méthode de Laplace (Cours 
de 1883 et Leçons sur la théorie des surfaces). I l'a notamment perfec- 
tionnée en introduisant la notion des invariants, et il a entièrement 
résolu le problème de M. Moutard en donnant explicitement la forme 
générale des équations pour lesquelles la méthode de Laplace fournit 
une intégrale débarrassée de tout signe de quadrature. En outre, par- 
tant d’une idée de Riemann, M. Darboux a montré que toute équation 
linéaire et homogène de la forme de Laplace peut être complètement 
intégrée par deux quadratures quand on en connaît une intégrale par- 
ticulière dépendant de deux paramètres et satisfaisant à des conditions 
déterminées. 

Le LVI¢ Cahier du Journal de l'École Polytechnique contient deux Mé- 
moires au sujet des équations linéaires : l’un de M. R. Liouville, Sur 
les formes intégrables, l'autre de M. Lucien Lévy, Sur une transformation 
analogue à celle de Laplace. 

M. Picard (') s’est également occupé des équations linéaires à 
deux variables indépendantes, en se plaçant surtout au point de vue 
des variables réelles et de la détermination des intégrales par leurs 
valeurs sur un contour fermé. 

Le présent travail a pour objet l'étude de quelques propriétés des 
fonctions définies par une équation linéaire et homogène aux dérivées 
partielles du second ordre, de la forme de Laplace. Il est divisé en 
trois Parties : 


Dans la première, j'ai démontré l’existence d’une infinité d’inté- 


(1) E. Picarp, Acta mathematica, t. XI; Journal de Math pures et appliquée 
D; , 1 . S (1890); 
Journal de l’ Ecole Polytechnique, LX° Cahier. ue oe 


1 
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grales particulières dont on peut déduire des solutions plus générales 
par des quadratures à limites variables portant sur une fonction arbi- 
traire. Je les ai appelées intégrales principales. J'ai étudié les dévelop- 
pements en séries de ces fonctions et de quelques-unes des intégrales 
qui s’en déduisent. 

La deuxième Partie est consacrée à l’étude des lieux de points sin- 
guliers accidentels. J’appelle ainsi ceux qui dérivent des données ini- 
tiales définissant les intégrales et non de la forme particulière des 
coefficients de l'équation. J'ai défini les irtégrales normales et démontré 
qu’elles ne peuvent admettre d’autres courbes singulières accidentelles 
que des caractéristiques. Après avoir étudié la forme des intégrales dans 
le voisinage des points critiques, j'ai montré comment on peut intégrer 
l'équation en partant des solutions particulières qui admettent des 
caractéristiques singulières mobiles. 

Dans la troisième Partie, j’ai fait l'application des théories précé- 
dentes à quelques équations simples. 

Je me suis attaché, autant que possible, à déduire tous les résultats 
d’une méthode générale et uniforme. 


PREMIÈRE PARTIE, 


1. Je commence par rappeler quelques propriétés bien connues des 
équations linéaires et homogènes aux dérivées partielles du second 
ordre à deux variables indépendantes. La forme générale de ces équa- 
tions est la suivante 


() roy ; BES ee, 74 


C2 


d?z d?z O72 ds 03 


A, B, C, D, E, F étant des fonctions continues de æ et de y. 
Je supposerai, en général, ces fonctions holomorphes dans le do- 
maine où varient æ et y, sauf sur certaines courbes analytiques qui 
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seront des courbes singulicres des coefficients. Cependant, plusieurs 
des résultats obtenus sont indépendants de cette hypothèse. 
Effectuons le changement de variables indépendantes 


£= ol ny 
y=¥(6 n), 


les fonctions & et n définies par ces équations étant holomorphes en x 
et y, et telles que, dans le domaine considéré, le déterminant fonc- 
tionnel 


(2) 


(dd 
ees lige dy 
ES 

Ox dy 


soit différent de zéro. 

Cette dernière condition suppose que les courbes €= const. et 
n = const. n’ont pas de points multiples dans le domaine et même 
dans le cas des variables réelles, que ces courbes ne sont pas fermées 
si le domaine considéré est à contour simple. Ce changement de va- 
riables conserve la forme de l’équation (1) qui devient 


d?z 0? z d?z Oz Oz 
REP pr + Ci 5s RU: t 1H +F;= 0. 
On a 
ANT ap 8) (8) 4 of BY 
AA) +8 (6) (3) CE) 
OE \ (On d£ On d£ On JE an 
3 B,=A(— )(— 2 — : C= — 
(3) ee (53) +B(E dy * dy 9) T4 Oy dy’ 
On 


non dn On ont 
C= A( ) +2BS4 apo 5 | | 


Ces trois coefficients ne sont pas nuls à la fois, à moins que À, B, C 
ne s’annulent pour les mêmes valeurs des variables; car le détermi- 
nant des coefficients de A, B, C dans les équations (3) est égal à 


(5 On __ 8 D) =: 


a ’ 


il est done constamment différent de zéro. 


q 
7 
2 
g 
- 
3 


à CE A: 


— 


LU 


| 


, ND daté à: € à à de 
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Supposons À, 0 sur la courbe analytique € = £,; nous pourrons 

> ie / A , 4 : ’ C = 
alors, d’après le théorème général de Cauchy, déterminer une solution 
holomorphe de l'équation (1) par les valeurs que prennent sur la 


= 
~ 
e 


courbe § = &, la fonction = et sa dérivée = Mais, pour que ce théo- 
6 


rème soit applicable dans toute l’étendue du domaine, il faut, non 
seulement que A, soit, en général, différent de zéro sur la courbe con- 
sidérée, mais qu’il ne s’annule même pas en des points particuliers 
de la courbe. Le théorème fondamental est en défaut sur la courbe 
€ =, quand A, s’annule en tous ses points. Ce résultat met en évi- 
dence le rôle important que jouent, dans la théorie, les fonctions sa- 
tisfaisant à l’équation aux dérivées partielles du premier ordre 


(4) A(SE) + op 52 22 + (SE) =o. 
Ox dy 


Les courbes analytiques 9 = const. définies par cette équation ont 
reçu le nom de Caractéristiques de l’équation (1). Aux points où la 
courbe £ — £, considérée plus haut touche une caractéristique, le 
coefficient A, s’annule. Pour qu'il soit nul sur toute la courbe, il faut 
et il suffit que cette courbe soit elle-même une caractéristique. Dans 
tous les autres cas, nous aurons À, 0, sauf aux points où l’on a si- 
multanement-A = B==C =o. 

L’équation (4) étant du second degré, en général, par tout point 
analytique, il passe deux caractéristiques. Elles sont distinctes dans 
tout domaine ot le discriminant 


AC — B? 
est différent de zéro. 

Supposons cette condition vérifiée dans tout le domaine; prenons 
pour nouvelles variables (6, 7) deux intégrales distinctes de l’équa- 
tion (4). L’équation aux dérivées partielles (1) prend alors la forme 
réduite 
a On FT +28 5 +F,z=0 


ou bien, en divisant par 2B, qui est différent de zéro, et en écrivant 
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x et y au lieu de € et », 


0? 2 Os Os “th 
(3) ER TA M eee 


Cette équation rentre dans le type considéré par Laplace. 

Si l’on a constamment AC — B?— 0, les caractéristiques ne sont 
pas distinctes; en prenant pour variable (€) une intégrale de l’équa- 
tion (4) et pour variable 1 une fonction arbitraire distincte de la pre- 
cédente, on met l'équation (1) sous la forme 

d?z 03 Oz 


(6) DE ee . 


Nous ne nous occuperons dans ce travail que des équations du 
‘we - 
type (9). 


2. Bien que les caractéristiques soient suffisamment définies par 
ce qui précède, j'ai cru qu'il serait intéressant de déduire leur défi- 
nition de la propriété d’indétermination qui les caractérise. Cette 
méthode aura en outre l’avantage de montrer le genre de l’indétermi- 
nation et de mettre sur la voie de certaines propriétés générales. 

Supposons que l’on se donne sur une courbe L les valeurs de = et 
de l’une de ses dérivées ou, ce qui revient au même, la valeur de z en 


un point et celles de =. et É sur la courbe. Cherchons à calculer les 


dérivées secondes en un point de L. Les d désignant des différentielles 
relatives à un déplacement sur cette courbe, nous aurons, en partant 
de l'équation (1), 


EE ak 1 | d?z 
ESS = ag da + se ee dy dy : 
Oz d?z 07s 
(7) Oy dx dy ZT + 5 dy, 
d?s ds Os 03 Os 
= À — I — 2D— +28 S 
ae ES indy a > ax + ak ye an 


Les valeurs des dérivées sont complètement définies par ces trois 


SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 239 
équations si le déterminant suivant n'est pas nul 


dx dy o 
(8) NES Gy wie dy 
A SSB CC 


Les dérivées des ordres supérieurs seront déterminées dans les 
mêmes conditions; on pourrait, en effet, les calculer par groupes de 
trois en résolvant des équations linéaires dont le déterminant est tou- 
jours le même. Si donc on veut développer 3 en série par la formule 
de Taylor, les coefficients du développement se calculeront sans indé- 
termination. 

La discussion du système (7) est très importante et il en serait 
évidemment de même dans le cas des systèmes d’équations linéaires 
d'un ordre quelconque. Dans la démonstration du théorème fonda- 
mental de Cauchy, on suppose les équations résolues par rapport à 
certaines dérivées. C’est évidemment la méthode la plus simple quand 
on a seulement en vue l’existence même de l'intégrale; mais il n’en 
est plus ainsi lorsqu'il s’agit d’en étudier les propriétés. 


3. Supposons maintenant que l’on ait A=o, c’est-à-dire 


(9) A dy? — 2B dx dy + Cdx?—o. 


C’est le résultat de l’élimination de oe et se entre les deux équations 


09 ,,, , 99 nr 

a + Oye == 185 
09 do do dp\? _ 
(SE) oe Oy (5) ee 


L’équation (9) est done vérifiée aux points où la courbe L touche une 

caractéristique. Elle a lieu en tout point si la courbe est elle-même 

une caractéristique. Dans ce cas, le système des équations (7), 

linéaires par rapport aux dérivées secondes, est incompatible ou 

indéterminé. Si l’on suppose dx différent de zéro, la condition de 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. Aour 1895. 30 


qu UF TR 
: 
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compatibilité est la suivante : 


02 
Oz 
(10) Oar ay re 
ANR ED ETES 
Ox dy 


= 2 
~ 


Sie a: = 0 dz s 
Les dérivées premières — et ay He sont donc plus complètement 


arbitraires sur la courbe L. Du reste, la condition que nous venons 
d’obtenir peut facilement se transformer en tenant compte de l’équa- 
lion (9). Elle se réduit à l'équation aux dérivées partielles proposées 
après qu'on a divisé tous les termes par dx?. En particulier, dans le cas 
de l'équation réduite (5), la condition (10) devient 

d dz Oz Oz 


(10) ; UE Ova oe Oy oe 


Quand on se donne sur la caractéristique y = y, les valeurs de =, 
Oz ; hoe à 
celles de — se trouvent déterminées par cela même, et la seconde 


dérivée i doit vérifier l’équation linéaire (10)’, où l’on fera y= yy, 
x étant alors la seule variable indépendante. 

dy 
naitra sa valeur pour une valeur particulière 2, de x. Le même fait 
se présente pour toutes les dérivées prises par rapport à la seule va- 
riable y. On voit que l’on est conduit, par la seule discussion des 
équations linéaires (7), à l'important théorème de M. Darboux. 


Donc —— se trouvera aussi complètement définie quand on con- 


Toute solution holomorphe d’une équation de la forme (5) est définie 
par ses valeurs sur deux caractéristiques x = x, Y = Yo. 


Nous avons montré seulement la possibilité de calculer les coeffi- 
cients du développement. M. Darboux démontre la convergence de la 
série obtenue par la méthode ordinaire, en prenant comme fonction 
majorante l'intégrale d’une équation d’Euler. 


s 
2 

4 

4 
4 
4 

: 
3 
3 


= 
nv 


nl es A 2,14. 


seu dt 


(A) 
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4. En se placant au point de vue des variables réelles, M. Picard a 
démontré le même théorème sans supposer les coefficients a, b, c ho- 
lomorphes, non plus que les valeurs initiales de l'intégrale sur les 
deux caractéristiques. Cette démonstration est, d’ailleurs, applicable 


sans modification aux fonctions de variables complexes. La méthode 


est la suivante. 

Soit l'équation 
ta Le + EE + cz 
DE OP TN D. dy Gi 

Pour déterminer une solution z prenant des valeurs données sur les 
caractéristiques «=a, et y=y,, on résout d’abord le problème 
par l'équation plus simple 

O72 
0x 0Y a 


Soit uw, une fonction satisfaisant à cette équation et aux conditions 
initiales données. Désignons par u, une nouvelle fonction s’annulant 
pour x = 2, et pour y = Jy, et vérifiant l’équation 

Oly 


du __ du, 
Free + CU: 


De uw, nous déduirons w, par un calcul identique, et ainsi de suite. 


La série 
RU UE CCE Ce 


est uniformément convergente et représente une intégrale de l’équa- 

tion (A) satisfaisant aux conditions proposées. Si l’on désigne par 

f(x) et o(y) les valeurs des dérivées 9 et 2 sur les caractéristi- 
PT Ox Oy 

ques respectives y = y, et x = 2,, le premier terme uw, est donné par 

la formule 


x Af 
lly == 2 (Lo, Vo) +f f(a) dx +f p(y)dy; 
20 Yo 


. je suppose les intégrales rectilignes. 


Les autres termes sont donnés par la formule de récurrence 


£ dun 
Al f (a = od ee 4 cs) dx dy. 
Fo Yo 
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Supposons 


|æ—æo| <a, ly—yol|<6. 


Si, dans le domaine ainsi défini, on a 


ip (ea Er 
Oy 


Jun 


Ox 


mod|a 


nous aurons aussi 
[u,| <Maf, 


dur 

od < MB, 
du» 
Oy 


< Ma, 


du du 
a nm + b n 


R 
oe iy <|AB+Ba+ Ca6|Ma6, 


+ Cu, 


en désignant par A, B, C les limites supérieures des modules de a, 
b, c dans le domaine considéré. Done la convergence est assurée si 
l’on a 

AB+Ba+ Ca <1. 


L'intégrale ainsi calculée est holomorphe en même temps que les 
coefficients a, b, c et les valeurs initiales de sz. 


5. Une autre remarque essentielle pour ce qui va suivre est encore 
la suivante : supposons que l’on regarde a, et y, comme des variables 


dont dépendent les valeurs initiales des dérivées ese 
Ox oy 
03 Os 
0x |Y=Y0 JC Los Jo), dy AE P(Y» Los Vo). 


Supposons, en outre, que ces fonctions soient holomorphes dans le 
domaine du système de valeurs 


LL “Bem yoy, M=N, 


et que la même condition soit vérifiée par les coefficients de l’équa- 
tion (5). Dans ce cas, l’intégrale déterminée par la méthode de 
M. Picard est holomorphe dans le méme domaine par rapport aux 


quatre variables 
ZL, Lo; Jy Yo 
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les points x et a, étant supposés intérieurs à un cercle de centre x, 


et de rayon =, les points y ety, à un cercle de centre y, et de rayon q 
Elle sera méme développable suivant les puissances de x, — x et de 
Yo —7;, les coefficients du développement étant des fonctions holo- 
morphes de x et de y; les rayons de convergence de cette série sont au 


moins égaux respectivement 


RIT 


pourvu que l’on ait aussi 


a 


Je-al<F. |y-nl< 
4 A 


6. Les équations différentielles linéaires et homogènes à un nombre 
quelconque de variables indépendantes jouissent d’une propriété com- 
mune et qui leur est spéciale. C’est qu’une combinaison linéaire et 
homogène d’un nombre quelconque de solutions particulières est une 
nouvelle solution. Par exemple, si l’on connaît une suite limitée ou 
illimitée d’intégrales 


= LA 


2 
Aly 29 .…, 79 


on en déduira une nouvelle solution dépendant d’un nombre limité ou 
illimité de constantes arbitraires 


aise Ce setae (ze. 


Considérons en particulier, dans le cas de deux variables indépen- 
dantes, une solution 
5(2,Y; à) 


dépendant d’un paramètre arbitraire a. L’intégrale 
Sfla)a(ay, a) da, 


prise entre des limites fixes ou le long d’un chemin d’intégration indé- 
pendant des variables satisfera aussi à l'équation proposée, pourvu que 
l’on puisse différentier sous le-signe-d’intégration par rapport à x et 
ay. 

Une combinaison d’éléments analogues à cette intégrale donnera 
l'intégrale générale de l'équation s’il est possible de déterminer les 
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fonctions arbitraires qui y figurent, de manière à satisfaire aux condi- 
tions aux limites les plus générales. Ce sont là des propriétés bien 
connues et dont on a fait depuis Poisson et Cauchy de nombreuses ap- 
plications. 

Mais proposons-nous de passer des intégrales à limites fixes aux 
intégrales à limites variables. La première question quise présente est 
celle-ci : 

Existe-t-il des solutions particulières dépendant d’une constante arbi- 
traire a, 3(#,y, a), telles que l'intégrale 


SH) (x,y, a) da 


soit encore une solution de l'équation proposée lorsque les limites sont des 
fonctions convenablement choisies de x et de y, la fonction f(x) étant 
arburaire? 


Je vais examiner ce probleme dans le cas des équations de la 
forme (5). 


7. Je supposerai que la limite supérieure seule est fonction des va- 
riables ; le cas où les deux limites en dépendraient se ramène évidem- 
ment à celui-là et peut d’ailleurs se traiter directement de la même ma- 
nière. 

Considérons l'intégrale 


9 
(11) =f f(a) 2(e,y,0)da, 
%o 
Nous devons avoir 


beh 7 aoe 4 pot 
RE Ox dy 


+ cZ 


03 
= [re 2) (sop + a DE + 0S + 02) da 
(12) ao 409, 00 | 
+S/(9) (x, y, PR PRES PCT 


09 00 Os 03 00 Os 00 
PRE 
09 
1(6 
SO ae,y, DE 5 


Pee eS 
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L'intégrale s’annule identiquement, puisque s(x, y, «) est une so- 
lution de l’équation (5); la partie intégrée doit donc être nulle quelle 
que soit la fonction f(x); nous aurons donc 


ey bye 
2 Ox dy — 


On peut satisfaire à cette condition de deux manières : 


- 1° En supposant z(x,y,0) =o et " ZO 
Pe 0-38 
2° En faisant VTT 


Examinons le premier cas; si l’on a z(æ,y, 9) = 0, l'équation (12) 
nous donne 
GEO OCS OVO 02.07 
D’autre part, la condition z(x, y, 9) = 0 entraine les deux relations 
suivantes : 


idz-.- 02 00. 
da" 00 0x 
(14) 
Oz Oz 00 
dy 96 oy 


Des équations (13) et (14) on déduit 


DR Re UN 05 
DR RS aa Meee 


10: 


Donc l'intégrale z(#, y, «) s’annule sur la courbe analytique 9 = «, 
en même temps que ses dérivées premières. Or cette courbe n’est 
pas une caractéristique d’après notre hypothèse. Par suite, l'intégrale 
est complètement déterminée par ses valeurs et celles de l’une de ses 
dérivées; ces valeurs étant nulles, il en est de même de s(x, y,«). 
La formule (11) nous donnerait donc la solution unique Z = o. 


8. Considérons maintenant le second cas 
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nous pouvons écarter l'hypothèse où 0 serait une constante; les deux 
dérivées partielles ne sont donc pas nulles à la fois; supposons 


09 09 che Le : 
— = ee . j : uation (12) nous 
nm et #93 0 est fonction de x seul. L’éq (12) 


donne alors 


is - v 0 2 —_ 
(19) Pee y 0) RENE 


On arrive donc à cette conclusion que, sur les caractéristiques définies 
par l'équation 0(a) =, la solution z(a, y, «) doit vérifier l'équation 
(16) = + 45 — 0. 

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, l'intégrale (11) sera 
une solution de l’équation proposée. Il suffit, pour le démontrer, de 
remarquer que l'équation (12) est identiquement satisfaite par cette 
expression. 

Les résultats sont évidemment analogues si l’on suppose que 0 dé- 
pend de y seul. On trouverait que, sur les caractéristiques définies 
par l'équation 0(y) = «, l'intégrale considérée doit se réduire à une 
solution de l'équation 


Les intégrales particulières dépendant d’un paramètre arbitraire 
et telles qu’on en puisse déduire, par la formule (11), une intégrale 
plus générale de l'équation proposée, se partagent donc en deux séries. 
Je donne à ces solutions le nom d'intégrales principales de l’équa- 

RE en Sues vee ett ies. 

tion (5). Je dirai que | integrale z(x,7,«) est principale par rapport 
à x ou par rapport à y, suivant que la limite 9 correspondante est fonc- 
tion de æ ou de y. On peut, sans changer la forme des résultats, rem- 
placer « par une fonction de «; nous supposerons, par conséquent, 
dans la suite, que, par une substitution convenable, on ait amené la 
limite supérieure 4 de l’intégrale (rr) à être égale à æ ou à y. La ca- 
ractéristique x = à ou y =a sera dite paramétrique pour l'intégrale 
principale. 
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9. L’équation (16) est liée, d’une manière remarquable, à la pro- 
posée. Posons 
_ as ds ds 


ENS ede 


On peut regarder le second membre de cette identité comme un 


. ) 0 i 
polynome entier en — 
poly x et oy la dérivée Do étant considérée comme 


… 0 0 nee ' , eee 
produit aa oy. Désignons par D, et D, les dérivées du polynome D 


, O 0 . ' 
par rapport à — et ae Les expressions D, et D, sont de nouveaux 
symboles différentiels 


Dh ween Sse, 
Ox 
(17) 


Di (2) oy + bu, 


L’équation (16) peut donc s’écrire 
Di.(s) —— 0: 


Cette notation symbolique s'étend, sans difficulté, à une équation 
linéaire d'ordre quelconque. Elle a l’avantage de simplifier différentes 
expressions, et de préciser la loi uniforme qui sert à les déduire de 
l'équation considérée. 

Étant donnée une équation linéaire d'ordre quelconque, à deux va- 


riables indépendantes, 
D (z) 0), 


on considère le us différentiel D(z) comme une fonction entière 


étant regardées 


+B 
des symboles — 0 et L les dérivées de la forme Lie 
oy dx ay8 


; Oe fd resent 

comme des Seine symboliques de la forme (5) (2) - Représen 
: No 
tons par D?;7, la dérivée de D, prise p fois par rapport à — et g fois 


par rapport à <. Ces définitions conduisent au développement sui- 


vant, analogue à la formule de Taylor, et que l’on peut regarder comme 
Ann, de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Aout 1899. 31 


242 J. LE ROUX. 


une extension de la formule de Leibnitz : 


D(ue) = uD(¢) + oe Oe y+ SDs (6) 


I du [2 0 sey 7] mA ) 
+ | Sais (p) a or -D2,(¢ 1e or Dya(e)| 


I Owe. Ouse Vi BETA Ne Ort |+- 
ale ED (0) 8 Do (0) +8 pes Disa) + Goa Daal) 


Dans le cas de I’équation du second ordre (5), on a simplement 
Tone D’, D ae 
Oy eD(uy + & yen ay PA et pee “dr 


Nous appellerons équations dérivées les équations D,(:) =o et 
D,(z) = 0. D'après cela, les intégrales principales sont assujetties a 
la condition de se réduire sur une caractéristique parametrique a une 
solution de l’une ou l’autre des équations dérivées. 


10. L'existence des intégrales principales est une conséquence 
immédiate du théorème de M. Darboux que nous avons déjà cité. En 
effet, l'équation dérivée 

Oz 
77 


admet pour x = x, une intégrale holomorphe par rapport à y et a, 
À 
-f ady 
Yo . 
’ 


on peut d’ailleurs multiplier cette solution par une fonction holo- 
morphe quelconque de x,, /(x,). Cela posé, nous savons qu’il existe 
une infinité d’intégrales de l’équation (5), holomorphes par rapport 
à æ, et qui prennent sur la caractéristique x = x, les mêmes valeurs 
que la fonction 
- [la 
Yo . 


f(%) e 


e 


Ce sont des solutions principales par rapport à x. Ces solutions dé- 
pendent encore d’une fonction arbitraire que l’on peut définir par la 


a 


a eo een Cds Che Bie ee di jé as 
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valeur de l’intégrale sur la caractéristique y = y,. On en déduit quil 
existe des intégrales principales à la fois par rapport aux deux va- 
riables x et y et dépendant de deux paramètres +, et y,. Telle est la 
fonction w, solution de l’équation adjointe, considérée par M. Darboux 
dans l'exposition de la méthode de Riemann; en effet, on sait que la 
fonction u(a, y, æ,, yo), quand on y regarde ay, y, comme les 
variables, x et y comme les paramètres, vérifie l'équation proposée, et 
annule aussi les dérivées D’, et D, sur les caractéristiques paramé- 
triques correspondantes. 

Nous venons de démontrer l’existence d’intégrales principales holo- 
morphes en supposant les coefficients de l'équation également holo- 
morphes. Mais il existe aussi une infinité d’intégrales principales 
simplement continues; l’expression 


. i S (a) (2, y, a) da 


aura néanmoins un sens bien défini quand le chemin d’intégration sera 
bien déterminé ainsi que la valeur initiale de z. 


11. Étudions maintenant les solutions plus générales que l’on peut 
déduire d’une intégrale principale par la formule (11). Supposons 
= « et considérons l’intégrale 


Z= fo fla)a(æ, y, a) da. 


Voyons s’il est possible de déterminer /(«) de manière que Z prenne 
des valeurs données en fonction æ, pour y= yp. 


vu 


Ce problème ne diffère pas du suivant que je vais traiter d’une 
manière générale : 


Étant donnee | ‘intégrale 
[rate a) ae, 


ow f(a) est une fonction indéterminée, disposer de cette fonction de telle 
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façon que l'intégrale soit égale à une fonction donnée V(x) s'annulant 


pour æ = Lo. 


Pour résoudre le problème, je ferai usage de la méthode d’approxi- 
mations successives dont M. Picard a tiré un si grand parti dans son 
beau Mémoire sur les équations du second ordre. Je suppose que Ÿ(æ) 
admette une dérivée bien déterminée et continue et que l’on puisse 
différentier sous le signe d’intégration. Soit 


(18) faci fla) o(2, a) da. 
Je déduis de là 
(19) W(x) = f(x) ete, o)+f Je) 2 da. 


Supposons que, dans tout le domaine considéré, la fonction o(x, x) 
soit continue et différente de zéro, et que la dérivée 9,(æ, «) soit aussi 
continue. 


Posons 
; ee Tye) 
a af a 
_ (2) i 7 
; u(x) = ÉD eat uy (a) o,(x, al da, 


CaS ee , 
Uy En ri Un—1(&) 9,,( 2, a) da. 


Chacune des fonctions wu ainsi définie est continue et bien déter- 
minée, en supposant que le chemin d’intégration se réduise à la droite 


x x. Je dis en outre que, si le module de la différence x — +, est 
suffisamment petit, uw, a une limite lorsque » croît indéfiniment. 
Nous avons, en eifet, 


Unis (©) — ua (x) = 


O(a, aoe [Un(%) — Un_s(a)] (x, a) 
Px(X, a) 
(x, a) 2) 


sidéré thee: æ et a varient indépendamment l’un de l’autre; 


la fonction © est finie et continue dans tout le domaine con- 


j 
É 


PTE CPR AU CNET 


rR 


i he, le 
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elle admet donc un module maximum A. Désignons aussi par 
M[u, (xv) —u,_,(æx)]le module maximum de la différence U, (HL) — Up_, (2) 
dans le méme domaine. Ona 


MM (Una, — Un )< A | — xy | We(up— Up_4), 
OM (nse — Unis) < A?| x2 — x |? 1L(u, — Un 1) 


et ainsi de suite. Par conséquent, si l’on a 


A|2—2|<1, 
la série 


(20) Ug + (Uy — Uy) + (Ug— UW) +... + (Un — Uni) 
sera plus convergente qu’une progression géométrique décroissante, 


et par suite uw, tend vers une limite bien déterminée /(æ). 
Il reste à démontrer que l’on a bien 


[ y dx =f Ha) que, a) de. 


Considérons l'intégrale 


Tra) = [ut O(a, a) dx. 


Nous avons 
f 1 9( 2, a) do — 1, (4) +f [ f(a) — Un(a)] o( 2, a) da; 


or la série (20) converge uniformément; on peut donc supposer x 
assez grand pour que l'intégrale 


ip [ f(a) — un(a)] p(x, a) da 


ait un module plus petit que toute quantité donnée e, quel que soit x. 
Done 


mt (e)= f. f(ax)p(æra) da =1I(xr). 
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Prenons la dérivée de I, (x) 


a — Un (2) (2, æ) +f Un(&) ea a) dx, 


ou, en tenant compte de la valeur de w, 


a = v(x) sah Lur(æ) — Un—1(%)] Ox (2, x) da, 


l’intégrale du second membre tend vers zéro lorsque » croit indéfini- 
ment. Nous avons donc, en passant aux limites, 
di, al, 
YS SS x 
dette #(æ), 
et enfin 


five de= [| ete a) da. 


12. Il résulte de cette démonstration que, si l'intégrale principale 
s(a, y, «) ne s’annule pas pour x = et que ses dérivées soient finies 
et continues, on pourra disposer, en général, de la fonction arbitraire 
f(a) de manière que la solution 


x 
eat f(a) s(a, y, a) da 
Sie | 
soit, pour y—Y,, une fonction déterminée de a, s’annulant pour 
x — x, et admettant une dérivée finie et continue pour les valeurs 
de a considérées. 

Le calcul de cette fonction sera très simple, si l'expression z(a, y,, %) 
satisfait à une équation différentielle linéaire dont les coefficients sont 
indépendants de «. Je vais considérer seulement le cas où cette équa- 
tion est du premier ordre et de la forme 


CES 


+ + P(z})3=6. 


Nous aurons alors, pour y = y,, 


12, 
_ + P(e) Lae fle) 308, yo). 


1 
# 
= 
g 
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Par conséquent, pour vérifier la relation Z(x, y,) = (a), il faudra 
prendre 
bi (a) + Pla) bla) 


oS B( A, Yos &) 


Il reste à vérifier l'égalité 


Wee) = ‘la Pend 


(aa 2,7, Ae: 


Le second membre devient, en intégrant par parties, 


25 (a5 Vos Lo) 2 (259,4) d 2(2, d'os &) 
Cie oe ya) [PC eee ee a 


L'intégrale restante est nulle, car nous avons 
2(2, Yo &) ae P(E) dé 
— —=e ° 
BGS Gig, Co) 
On a donc, en supposant )(a,) = 0, 
L(x, Jo) = (2). 


Dans le cas où f(a, ) n’est pas nulle, l’intégrale déduite de la solution 
principale considérée, et qui est égale à L(x) pour y = yo, est repré- 
sentée par la formule suivante 


LeMay) fee oe af SES), ees 


(Xo» Jos Lo) B(a, Vos a) 


Étudions, en particulier, l'intégrale doublement principale de 
M. Darboux 


(25 Names 3 B). 
Elle satisfait aux conditions suivantes : quand on y faitæ = «, elle est 
Y 2 v 
== a dy = f. b dx 
égale ae “P et pour y = B elle devient e ~* ; on peut done lui 


appliquer le calcul précédent; par suite, la solution Z de l'équation 
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proposée, qui est définie par les conditions aux limites 


Z(2,¥o.)=S(2), 
Z(2%,7)=9(y)s 


est donnée par la formule suivante : 
| ZL = L(x; Yo) 5(® Ys Los Yo) ae [S' (a) + B(, yo) S(@)]5 (Ls 7, H Yo) da 


(21) 

| ie [¢'(8) + a(%o,B)9(B)]5(% 7; os B) dB. 
Yo 

C’est, sous une forme un peu différente, l’expression générale de 
l'intégrale donnée par M. Darboux. 


13. Supposons maintenant que l’on connaisse deux intégrales 
B(XLy Y; Gils ZT, ¥5 GB), 


la première principale par rapport à æ, la seconde par rapport à y. 
Nous en déduisons la solution plus générale 


=f fla)e(ey,a)da+{ 9() a(x y, 8) AB, 


f(x) et o(8) désignant encore deux fonctions arbitraires. 

Si l’on a s(a, y,%)~o et 2,(x,, 8, B)~o, et que les dérivées 
soient continues, on pourra disposer de ces fonctions, de manière 
que Z prenne sur les caractéristiques æ — x, et y= y, des valeurs 
données à l’avance, mais s’annulant au point 2,7). Ce n’est done pas 
encore la solution la plus générale de l'équation proposée, mais il est 
facile de la compléter. Soit, en effet, z,(æ, y) une troisième intégrale 
quelconque, par exemple celle que l’on obtient en particularisant la 
constante x ou f dans l’une des intégrales principales. La formule 


| 9) Blew 90) sen +f f(a) 5 (2s y, ot) da 


(2) 
| RDC 


Yo 


CORP Ve 


\ 
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définit une solution qui n’est plus assujettie à aucune restriction. Elle 
peut prendre des valeurs données à l'avance sur les deux caracté- 
ristiques L=2X, ely =y,. C'est donc l'intégrale générale de l'équa- 
tion (5). 

La formule (22) comprend, comme cas particulier, celle que nous 
avons donnée au numéro précédent, car il n’est pas nécessaire de 
supposer que les deux intégrales principales s(x, y, a) et z,(x, y, B) 
soient distinctes, une même solution pouvant être à la fois principale 
par rapport aux deux variables. Les paramètres « et B peuvent aussi 
n'être pas distincts l’un de l’autre; par exemple, le point analytique 
a, B peut être assujetti à décrire une courbe donnée, telle qu'une 
ligne de points singuliers des coefficients de l'équation. Dans ce cas, 
la formule (21) n’est plus applicable, mais l’équation (22) sub- 
siste. 

Le résultat précédent est important; il montre que l'intégrale gé- 
nérale d’une équation linéaire du second ordre à deux variables indé- 
pendantes peut toujours être obtenue au moyen de deux quadratures 
quand on connait deux intégrales principales z(æ, y, «) et z,(x, y, 8), 
satisfaisant aux conditions indiquées. Ces solutions jouent ici un rôle 
comparable à celui des intégrales complètes des équations du premier 
ordre. Au point de vue des applications, la formule (22) pourrait 
être d’un usage peu commode pour déterminer les intégrales par des 
conditions initiales données, sauf dans les cas simples que nous avons 
signalés. Cependant, dans l’étude des propriétés analytiques des fonc- 
tions, elle peut être utile, et ces propriétés elles-mêmes ne sont pas 
toujours indifférentes dans les applications. 


14. Quand l’intégrale principale s’annule sur la caractéristique pa- 
ramétrique, les conclusions précédentes sont en défaut. Cependant on 
peut résoudre la difficulté dans un cas très étendu de la manière sui- 
vante. Supposons, par exemple, que 2(æ, y, «) s’annule pour æ =a, 
quel que soit y, les dérivées prises par rapport à « étant aussi nulles 
dans les mêmes conditions, jusqu’à l’ordre n — 1 inclusivement, la 
dérivée niè®e étant différente de zéro et continue. 

Les dérivées Se ae tees 
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sont des solutions particulières, et il 
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en est de même de la somme 


Oz 
Cys + Cy HAE Cn Per à 
Cela posé, considérons l'intégrale 
| zip fa) 2(2, y, a) da; 
elle devient, en intégrant par parties, 


nr n—2 dz (æ, Vs x ) n 

= fé 3 (2, ¥, Lo) — Six Re à cest) Hh f(a) TE ax. 
I est une solution de l’équation proposée, et la partie intégrée du 
second membre est aussi une intégrale particulière; donc il en est de 


méme du dernier terme 
Pa Oz 
[fo guess 


et comme cette condition est US quelle que soit la fonction arbi- 
traire f(a), j'en déduis que ae = est une intégrale principale. Par hy- 


pothese, elle est différente de zéro pour « —x. On peut donc lui 
appliquer tous les raisonnements du n° 11, pourvu que la dérivée 


n+l > 
Z 


da" Ox 
est d'autant plus importante que toute intégrale qui s’annule sur une 


caractéristique =a, « désignant toujours un paramètre, est une inté- 
grale principale. On voit par ce qui précède que, sielle est holomorphe 
en &, la première de ses dérivées prise par rapport au paramètre et 
qui ne s’annule pas pour « — x est aussi une intégrale principale. 
Les deux intégrales de la formule (22), quand on y regarde a, et y, 
comme des paramètres, jouissent de la propriété précédente. 

Les limites inférieures æ, et y, sont arbitraires, on peut donc les 
négliger dans la représentation analytique des solutions. En mettant 
en évidence la seule limite supérieure, les deux derniers termes de la 
formule (22) deviennent 


soit finie et continue dans le domaine considéré. Cette remarque 


æ Là 
Ja) ste, à) da, ff #(B)ate y, 8) 4B. 


2 
4 
4 
F 


dé Lo in 
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On peut les regarder comme des intégrales en quelque sorte indé- 
finies, et représentant non plus une intégration unique à partir d’une 
limite inférieure déterminée, mais la somme d’un nombre limité ou illi- 
mité d’intégrations prises à partir de limites inférieures quelconques, 
la limite supérieure étant toujours la même. Dans ces conditions l'in- 


tégrale générale est représentée par la somme des deux intégrales 
indéfinies 


a y 
J Hla)zla,y,a) dae f 9(B) etes y, 6) 48. 


15. Occupons-nous maintenant des intégrales principales holo- 
morphes. Nous en avons déjà démontré l'existence; d’après la re- 
marque du n° 5, la solution z(x, y, «), regardée comme fonction de la 
variable «, sera développable en série convergente ordonnée suivant 
les puissances croissantes de « — x. La possibilité de ce développement 
étant démontrée, nous allons en chercher les coefficients, qui sont des 
fonctions de x et de y. Posons 
a (a—aY (1-2) 


Re re 
Da nt 


2 


a — x 
(23) 2(&,7,«)—=u + u: : 


En écrivant que 2 est une solution principale vérifiant l’équation 
proposée quel que soit le paramètre «, nous avons les relations sui- 
vantes 


D, (u5) =9, 
D;,(u,) =D(u), 
(24) Di. (U2) =D (ux), 


Petits aD, 4 Ve 
On voit que chaque coefficient se déduira du précédent par la for- 
mule de récurrence 
LD 2 D(&,;,); 
en désignant par D" l'opération inverse de D’. Donc 


D efaar (Ty (Up_s)e!4 dy dy. 


On peut encore donner une autre forme à ce résultat. Nous avons, 
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en effet, quelle que soit la fonction uw, les deux identités | 


DD, (u) =D(u) + hu, 
DD) (u) =D(u) + ku, 


h et & désignant les deux invariants de M. Darboux 


De ces relations on déduit: DE" D(w) = D).(u) — D; (Au), 
rhe du ae eae 
Ds 'D(u)== + bu—e sady | kueklens dy, 


les intégrales étant indéfinies et comportant l’addition de fonctions 
arbitraires de x. 
Désignons par I l'opération fonctionnelle D:‘D, 


1a) = De De); 


et par o(x, y) la fonction e“¢”, 
Les relations (24) nous donnent 


“9, 
Ui — I(9), 
u,=II(9) =1°(¢), 


L'intégrale principale se développe donc en série par la formule 


ee IO eos 4 Sle Fp 


(5) 2(2, y,0)=9+ 19) + =, 


Cette formule représente une infinité de fonctions. En effet, la fonc- 
tion & n’est pas complètement définie; on peut la multiplier par une 
fonction holomorphe quelconque de a. En outre, chacune des opéra- 
tions I est indéfinie, assujettie seulement à rendre convergente la 
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série (25); il est évident, en effet, qu’il existe pour ces opérations une 
infinité de déterminations qui rendent la série divergente. 


16. Etudions, en particulier, l’intégrale principale que l’on obtient 
en prenant pour [(w) la signification définie 


us 
(26) Tree +bu—e f dy. 


Pour y = y, les différents coefficients de la série (25) deviennent 


alors 
du sil b dx a ( 


=P SOU — C0 == 


Un = re Fa UE , 
We ze 
= bdx 3: bdx 
2 
ge, a) OU, ce" ol, ci ) 
mare 3 Vo | 
ere oo ee ee io ele encens elelisousis s a ae je sc: motos, os de ea ) 
ps x 
— b dx di bdx 
n 
u uns + bu e To Oe G e Xo ) 
ted dx RA On” 0 ? 


le développement de la formule (25) devient donc 
hy 


y désignant dans cette expression la fonction pe/?4?. 
La fonction ¢ est développable en série suivant la formule de Taylor ; 
on a, par conséquent, 


2(2, Jo, 4) =e + 


RNB ANSE Ds tee], 


Ox 1.2 Ox? 


a—x2 dvp- (a —x)? de 
BRGY EC SO ere ae Dot 
et nous pouvons écrire 


x an 
-f b dx - f b (x, Yo) dx 
Xo œ : 


Cette expression est une solution quelconque de l'équation dérivée 


“Paes 


(27) 3(L, Vo, %) =e O(a, Yo) = 9(4, Yo) € 


DD (4) 0, 
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Si donc on regarde y, comme un paramètre variable, la série (25) 
définira une intégrale doublement principale qui ne diffère de l’inté- 
grale u de Riemann et de M. Darboux que par un facteur fonction de a 
et de y,. Cependant, pour que cette conclusion soit rigoureuse, il faut 
démontrer que la série qui admet un domaine de convergence pour 
y = y, est encore convergente pour y suffisamment voisin de yo. La 
convergence résulte immédiatement des considérations suivantes, et 
sans qu’il soit nécessaire d'effectuer un calcul direct : 1° l’intégrale 
doublement principale est développable suivant les puissances de « — x 
et admet un rayon de convergence minimum différent de zéro ('), 
lorsque y varie dans un domaine suffisamment petit autour du point yo, 
pourvu que les coefficients a, b, c de l’équation (5) soient holo- 
morphes; 2° le développement est univoque; d’une manière générale 
les coefficients uy, u,, ... sont complètement définis quand on connaît 
les valeurs de l'intégrale principale sur une seconde caractéristique 


IÈSUAT 


47. Cherchons maintenant l'expression générale du coefficient w,, 
quand on laisse les opérations I indéfinies. Désignons par Up, u,, ... 
les valeurs particulières que l’on obtient en attribuant d'abord a cette 
opération une signification définie quelconque, par exemple celle qui 
est déterminée par l'équation (26). Soient U,, U,, ..., U,, les valeurs 
. les plus générales des coefficients. U, est donné par la formule de ré- 


currence 
D,(U,) = DCU. 


La valeur la plus générale de U,, quand U,_, est connu, est done de 
la forme | 


Un=An( 2) y+ uy fa) dy, 
0 


A,(#) désignant une fonction arbitraire de æ et l’intégrale étant prise 
à partir d’une limite inférieure quelconque. Il en résulte que, U,_, 
étant donné, les diverses valeurs de U, ne diffèrent que par le terme 
À, (æ)u,. En s'appuyant sur ce résultat, on voit facilement que l’ex- 


(1) Voir n° 5. 


D. 
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pression générale de U, est de la forme suivante 
(28) Un= po(Z)Uo + pa (@) Uy +... + pn(x)un, 


les fonctions pt, 14,, ..., U, étant arbitraires et assujetties seulement 
à rendre la série convergente. La forme (28) du coefficient ne montre 
pas suffisamment la relation qui existe entre U, et les coefficients qui 
le précèdent. Cette relation peut s’obtenir très facilement de la manière 
suivante. Le coefficient U,,, sera dela forme (28); posons donc 


(29) U1 Yo( 2) Uy + Vy (2) Uy... na (L) Unis. 


La loi de récurrence donne 


D(Un+1) = D(U,) = po (#) D (uo) + py (v) D(a )+.. + px) D (un) 
+ po (@)Dz (to) + wy (@)Di( uy) +... + pn (2%) De (us). 


En tenant compte des relations D,(u,)=0,..., D'(u,)= D(u,_,), 
nous pouvons mettre ce résultat sous la forme suivante : 


Di(Un+1) 
= (bo + 2) D (uo) (pa + Be) D (1) +. Hu + Bh) D (ttn—1) + pn D( Un). 


En comparant le développement précédent a celui qui se déduirait 
de la formule (29), nous trouvons 


(30) w= Ho + ce Va Put ies tty Vn—i = ni + Re Vn+1— Une 


Le coefficient v, est arbitraire. Les valeurs des coefficients v déter- 
minées par ces équations sont les seules admissibles lorsque uy, u,,.... 
Un, regardées comme fonctions de y, sont linéairement indépendantes. 
Dans le cas contraire, ces valeurs sont encore acceptables, mais la forme 
obtenue n’est pas la seule possible. Quand on passe d’un coefficient U, 
au suivant, on introduit à chaque fois une nouvelle fonction arbi- 
traire v,. Pour l’uniformité des notations, nous représenterons par 


i, CN ea n(n —1) d'y id d”ky 
1 dx 12 dx? Se EEE 


Ant 


le coefficient de uw, dans le développement de U, suivant les fonctions u; 
les À désignent des fonctions de x seul. 
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Nous aurons alors, d’après les équations (30), 


DU A2 
dh 
Ui= (1+ a) U + Aou, 
dh d'À dh 
Ui= (a+ 2 re + +) t+ (In Fe i+ ho Us; 


et, en général, 


dx dx? 


ro kas 
(31) + (doa Ct + 0g St +.) 


2 
Un=(2n+ Ci Ahn —1 +22 An—a FER .) uy 


+ == "72 Te Vus a5 À Une 
Le symbole C? désigne dans cette expression le nombre des combi- 


naisons de x quantités p à p. 


18. Le développement obtenu pour le coefficient U, va nous per- 
mettre d'établir la forme générale des intégrales principales holo- 
morphes. Mais nous allons commencer par étudier certaines intégrales 
particulières que l’on obtient en choisissant convenablement les di- 
verses fonctions À. Posons 


== 0; Aie 0; 10, hr 1, 


et supposons que tous les À dont l’indice est supérieur à p soient nuls. 
L'intégrale correspondante est représentée par le développement sui- 
vant : 

(a — æx)r+i (a— x)"+P 


Uo 
Poor Mae 


P! 


(a—x)}P+u, 


a 


— re 
cette série est convergente en même temps que l'intégrale (23); le 
coefficient u, étant supposé différent de zéro, la solution principale z, 
s’annule pour «= ainsi que ses dérivées par rapport à « jusqu’à 
l’ordre p — 1 inclusivement, et l’on a de plus 


P3p _ 
OaP Er, 3(æ,Y, a), 
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le symbole s(a, y,«) désignant toujours l’intégrale principale repré- 
sentée par la formule (23). 

Reportons-nous maintenant à l’expression (31) du coefficient U,. 
Les termes qui dépendent de À, dans ce coefficient sont 
n dh, n(n —1) dÀ, n(n—t)...(p-+1) d"-Ph, 


À u + — — 
P“n—p Un— ne RUSSE. RATE 
Le Co hor det, CRC (n— p)! CET D 


C’est le coefficient de 


dans le développement du produit A,(«)z, suivant les puissances 
dea —x. 

Donc l’expression la plus générale des intégrales principales holo- 
morphes est la suivante 


Z( L,Y, %) =o ( A) 3( 2, ¥, %) + Ay (A) 5, + Ag(@)Sg+...+Ap(a)ep+.... 


Cette suite est limitée ou illimitée, assujettie seulement a étre abso- 
lument convergente dans un domaine fini. Les fonctions A(«) sont 
nécessairement supposées holomorphes. 


19. Le calcul précédent montre que toute intégrale principale par 
rapport à æ est développable en série de fonctions z,z,,2:,...,2,, 
les coefficients du développement étant des fonctions de « seul. Les 
fonctions z, qui se déduisent d’une même intégrale principale pour 
laquelle le coefficient w, est différent de zéro ne sont complètement 
déterminées que lorsque cette intégrale l’est elle-même ; or nous 
savons que l’expression la plus générale de l'intégrale z(æ, y, «) dé- 
pend d’une fonction arbitraire de x. Les solutions z, peuvent varier 
de forme avec z(x, y, x); mais, quelle que soit la fonction initiale, 
elles peuvent servir à représenter par un développement en série les 
intégrales principales les plus générales. On peut encore modifier la 
forme de ces développements d’une infinité de manières; mais je n’y 
insiste pas davantage, les résultats précédemment établis étant les 
seuls dont nous aurons à faire usage. 


20. Un cas particulier intéressant est-celui où la série (23) se réduit 
«nn. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Aout 1805. . 33 
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à un polynome entier en « — a, c’est-à-dire le cas où le développement 
de l'intégrale considérée est limité. Quelle que soit l’équation, il existe 
toujours une infinité d’intégrales principales pour lesquelles le déve- 
loppement est illimité, puisque le calcul de chaque coefficient intro- 
duit une fonction arbitraire. Proposons-nous donc d’abord la question 
suivante : Étant donnée une intégrale principale développée suivant 
les puissances croissantes de « — a, le coefficient w, étant supposé 
différent de zéro, et le développement se poursuivant au dela du terme 
de degré n, reconnaitre s’il existe une intégrale de la même forme pour 
laquelle le développement se limite au terme de degré zn. 
Soit l’intégrale proposée 


mu (x — x} (a— x)" 


Ua... + Use 
n! 


toute solution principale holomorphe sera de la forme suivante 


a—x (a—a), 
tre +. 
I head 


Z=U,+U, 


le coefficient U,,, a pour valeur 


U,+: = Po (x) uy + Pa (æ) uy PDT 10 t= Bn(T)u» Se Pn+1 (æ) Un+1s 


les fonctions 11,,14,,...,4,,, pouvant être choisies arbitrairement, ce 
qui détermine tous les coefficients précédents. Si la seconde intégrale 
se limite au terme de degré », on aura U,,, = 0, c’est-à-dire 


(32) Peo Uo + fi Us + a gt. Un Un + Uni Una = O4 


Cette relation montre que les fonctions w,,u,,...,u,,,, considérées 
comme fonctions de y seulement, sont liées par une relation linéaire: 
elles vérifient donc une même équation différentielle linéaire d’ordre 
n + 1 de la forme 


d'+lu d'u 
sh dy"+i TP: dy" He: + Pnniu —O, 


les coefficients Pos Pis ++ Pury désignant des fonctions de a et de y. 
Reciproquement, si cette condition est vérifiée, il sera possible de 
prendre U,,, = 0 sans que tous les coefficients qui le précèdent soient 
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uv 


nuls. Le coefficient U,., est défini par l’équation 


Dyas) = D (Us D 


par suite, quand on aU,,, —0, on peut aussi prendre U,,, = o et de 
même pour tous les coefficients suivants. Donc l'intégrale Z corres- 
pondante sera bien limitée au terme de degré n. 

OA US, ae u, regardées comme des fonctions de y sont li- 


_néairement indépendantes, il n’existe pas d’intégrales principales 


holomorphes dont le développement se limite à un terme d’ordre in- 
férieur à nr. Les résultats que nous venons d’établir se résument dans 
la propriété suivante : 

Pour qu'il existe une intégrale principale holomorphe à développement 
limité au terme d'ordre n, il faut et il suffit que toute autre integrale prin- 
cipale holomorphe regardée comme fonction de la seule variable y vérifie 
une équation différentielle linéaire d'ordre n + 1 dont les coefficients sont 
indépendants du paramètre «. 


21. Il est facile de former cette équation différentielle ou, plus gé- 
néralement, l’équation linéaire à laquelle satisfait l'expression géné- 
rale du coefficient U, quand on y regarde y comme la seule variable, 
quelle que soit, d’ailleurs, l’équation proposée. 

Pour y arriver, rappelons d’abord que toute intégrale holomorphe 
par rapport à « qui s’annule pour « = x est une intégrale principale, 
et que ses coefficients vérifient les lois de récurrence (24). Si l’on a, 
par exemple, 


ee ns re LR ANS Gears 
An (Los L)—= p! 0 (p +1)! 1 os ng 
les coefficients 9), ¢,, ... sont donnés par les équations suivantes 


Di (%) = 0, Dz (%1) =D(9)- 
Cela posé, considérons l’intégrale principale 


at — x (a— x} 
Di En ms SES, 6 La 


AE ieee Co ; 


et effectuons sur elle l’opération D,. Ona 


CIE EE 


D’, (2) = 


Dee Dee... 
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Or l'expression 


est une solution de l'équation D,(z) = o qu’on déduit de la proposée 
par la première substitution de Laplace. Elle s’annule pour «=x; 
c’est donc une intégrale principale de la nouvelle équation, et le pre- 
mier coefficient est une solution de l'équation dérivée D, ,(u) = 0. 


On a donc 
D’, D, (Cu) — 0. 


Effectuons maintenant sur z, l'opération D, , 


(4—2 
Doty =e 1.2 


2 
=D) 2De( ds) ss 


la nouvelle expression z,— D ,(2,) est une solution de l’équation 
D,(s) = o, obtenue en effectuant de nouveau la substitution de La- 
place. On a, par conséquent, 


DEED) o Ds) 0 


C’est l’équation différentielle du troisième ordre à laquelle satisfait 
u,. Le raisonnement précédent est général. En continuant l’applica- 
tion de la méthode, on arrive done à l'équation différentielle suivante 
qui définit u, 


(33) DD DD tee 


Le premier membre de cette équation est le produit de x +1 facteurs 
différentiels symboliques du premier ordre. Nous allons lui donner 
une autre forme en introduisant les invariants k, h,, ..., h,. 

Le coefficient a, de l’équation D;(s) = 0, obtenue par l’application 
régulière de la méthode de Laplace, a pour valeur 


Olog(hhy.. his) 
i 


a;—a 


D'autre part, nous avons 


De) eat 5 (uefaidr), 
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c’est-à-dire 


I 


; 0 
Dea he here lady ay (e Re 


CLP À 
. Wy ) 


L’équation (33) devient donc, identiquement, 


Opa a, 0) aaa! Ors 


3 Pity. Raat Ie coe Sn 
( 4) uh, tn—1e dy he dy FE dy h dy 


Un eJ44Y = 0, 


Sous cette forme, elle s'intègre immédiatement et donne 


Un = eSedy [h dy f h, dy.. é i hn—1 dy. 


Les intégrales étant indéfinies, chacune d’elles entraine une fonction 
arbitraire de X. Si nous mettons les limites en évidence, le résultat 
sera de la forme suivante, où les X désignent ces fonctions arbitraires, 


| ‘a 


= f y y y 
Un — Xpen 2 a hay [ h, ral ey. 
Yo Yo Yo 
yr 


— fo aay y a A 
+ Xie % f ray f la dy... | RE APE, 
Yo Yo Yo 
(35) ee Le 
yx 
— ady y 
+X,_;e % if ha 
Yo 
x 
-f ady 
+—K,e 2 


La fonction X,, qui figure comme coefficient dans le premier terme de 
cette expression, figure de la méme maniere dans le premier terme de 
tous les coefficients d’indices moindres. On a, en particulier, 


cf 
— ady 


iby = Dg € “0 C—1)". 


Il est facile de vérifier directement cette propriété; elle résulte, d’ail- 
leurs, du calcul que nous allons effectuer. Nous avons donné au n° 17 
une première expression générale du coefficient U,, connaissant les 
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coefficients d’un développement particulier. Or il résulte immédiate- 
ment de la forme obtenue que les coefficients d’indice inférieur a 7 
sont complètement déterminés quand U, est connu. 

Je me propose de les calculer. Pour cela, considérons l'intégrale 
principale 
| — 2x (a-- x) (a — ax)” 


uy, + —— © Us +... Se 
I : 1.2 : Qi n! “gh 


a 
MTS = 
Par l'application de la substitution de Laplace, on en déduit les fone- 
tions 
z1=D,(z), #=D,:D:(s), a) 5) = Do Daas eke 
Cette dernière fonction est de la forme 


(a— zx)" (CAE 
Pret (n+1)l 


is 


le premier coefficient ¢, étant égal à 
Dey cD ee ° DST 


Cela posé, la seconde substitution de Laplace permet de calculer 


a~n—l an—2 Pa 
~ > ~ , RCE à ~ , LA] 


connaissant 3°. On a 


c’est-à-dire 


I (a— x)r-1 I ov (a—a)” 

-t—1 — n a FY bo 
3 =— =—— ÿ ~ + + anata 7 _ 
ns " (n—1)! FR (SE ben un) (n +1)! D : 


le premier coefficient de ce nouveau développement est égal à 


I 


as DD. nr 


le second contient ¢,,,; il semblerait tout d’abord qu'il devrait dé- 
pendre de w,,,, mais il n’en est rien; nous avons, en effet, 


(a — a)! ; 
(n — 1)1 


m1 — 3 ! LR TA 
oY ee Fier: * Du, Le) a Sead Dears: : .D',(u,) A PE 
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(RAT AUS à ‘ 
y Sexprime directement en 


d’où il résulte que le coefficient de 
fonction de u,. | 

En continuant ainsi, on voit que les nm premiers coefficients de =z 
pourront s’obtenir au moyen de u, par une suite de différentiations. 


L'expression de z au moyen de s” est la suivante (‘) 


In, TI pr I : 1, O0] @ tt 0 
AD eds Dc”) ee Oda ee sn cfod 
[CETTE Rai Me. 1 DEB Ads Ge del Che 


= —— 
2 SS 


met, +. 
L'application de cette formule donnera tous les coefficients d’in- 
dice inférieur à ». Nous aurons, en particulier, 


) 
On 


n i 
D RECENSE 


uy = (— 


Or le coefficient »,, d’après l'équation (33), a pour valeur 


es X,e-fadYhh,. . CET 


Donc 
Up (— 1)” XgeFe 4”, 


22. Quand l’invariant À, est différent de zéro, il est impossible de 
supposer w, nul sans que tous les coefficients précédents le soient. 
En effet, les nm + 1 termes qui figurent dans l'expression (35) sont li- 
néairement indépendants; leur somme ne peut donc s’annuler que si 
chacun d’eux est nul séparément, ce qui donne X,—0, X,— 0, ..., 
DEEE 

Dans ce cas, les coefficients u,, u,, ..., u,_, sont évidemment nuls. 
La même conclusion résulte aussi du calcul précédent, qui est appli- 
cable, pourvu que les invariants considérés soient différents de zéro. 

Donc, si le développement d’une intégrale principale se termine au 
terme en (x —x}", l’invariant 2, devra être nul. Réciproquement, quand 
cette circonstance se présente, il existe des intégrales à développement 
limité; on le voit immédiatement par les résultats connus de la mé- 
thode de Laplace; on le déduit aussi avec facilité des principes que 
nous avons démontrés dans ce travail; en effet, supposons 4, = 0. Les 


(1) Darpoux, Lecons sur la Théorie générale des surfaces, t. Il, p. 31. 


re D. 
sap 
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intégrales principales par rapport a a de l’équation D,(s) =o véri- 
fient alors l’équation dérivée D’,,(z) = 0. Donc tous les coefficients 
de s” sont des solutions particulières de cette dernière équation et, 


~ 


par conséquent, u,,, vérifie aussi l’équation différentielle (33), qui 
admet déjà, comme solutions particulières, les coefficients w,, u,, .--, 
u,. D'où résulte la propriété énoncée. 


23. L'étude du développement en série des intégrales principales 
va nous conduire à un mode de représentation des solutions qui s’en 


déduisent. 

Soit z(æx, y, «) une HAE principale holomorphe ne s’annulant 
pas sur la caractéristique paramétrique. Nous en avons déduit une 
demi-solution de l'équation proposée par la formule 


(36) Leal. (als (2 Ce 
L'intégrale principale considérée étant développable en série sui- 


vant les puissances de « — x, intégrons terme à terme l'expression 
de Z; les intégrales à calculer sont toutes de la forme 


jh DER 


n!} 


u, est indépendant du paramètre; par conséquent, si nous désignons 
par S, /(æ) l'intégrale 7% indéfinie de la fonction / (x), nous aurons 


nf GE pa) da = (— 1)" Un Sn FE). 


Par suite, l’intégrale (36) équivaut au développement suivant 
L=uS f(x) —uS, f(x) +...+(—iusSus f(x) +. 
ou bien, en remplaçant S/(a) par X, 
| (37) ZL=uX—uSX + uSX +...4+ (—1)*u,8,X+.... 


Cette serie n’est pas nécessairement convergente, quelles que soient 


cp tte 
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les intégrales indéfinies; mais elle admettra toujours un domaine de 
convergence uniforme quand on considérera des intégrales définies 
prises à partir d’une même limite +, et que la fonction f(«) sur la- 
quelle porte le signe d'intégration dans la formule (36) sera finie et 
continue. 

Supposons maintenant que le développement de l'intégrale princi- 
pale soit limité; si nous remplacons dans la formule (37) l'intégrale 


meme, S,X par le symbole X, nous avons le développement suivant 


dr X di1X x 
(38) eue ere +... .+(—i)u, X. 

C'est la forme bien connue de l'intégrale considérée pour la premiere 
fois par Kuler; elle s'exprime au moyen d’une fonction arbitraire X et 
d’un nombre limité de ses dérivées. Elle appartient, comme on le sait, 
aux demi-solutions des équations intégrables par la méthode de La- 

4 8 
place. 


24. Nous avons déjà remarqué que l’intégrale 


f ass 2) 


est une nouvelle solution principale de l’équation proposée, dépen- 
dant du paramètre x, et s’annulant pour x = x,. Il est facile d’en dé- 
duire l’expression la plus générale des intégrales principales par rap- 
port à x : c’est la suivante 


(39) Za, 7, 2) =9( a) (a, 7, 2)+ ff, 4) a(a, y, à) dar 


s(x, y, «) désignant une intégrale principale donnée quelconque, par 
exemple l’une des intégrales holomorphes que nous avons étudiées. 
La fonction Z(a, y, æ,) se réduit pour x = x, à une solution de l’é- 
quation dérivée D,(z) =o et elle peut prendre sur une seconde ca- 
ractéristique y = y, des valeurs quelconques données en fonction de x 
et de æ,. Si l’on détermine la fonction f(x, æ,) qui figure dans la for- 
mule (39) de manière que l'intégrale Z soit, pour y = y, égale à une 
Ann. de l’Ec. Normale. 3* Série. Tome XII. — Sepremane 1899. 34 
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solution de l’équation dérivée 
D (4) —=0; 


l’expression obtenue sera une seconde intégrale, principale par rap- 
port aux deux variables æ et y, et dont on pourra déduire par deux 
quadratures l'intégrale générale de l'équation proposée. Cette déter- 
mination est possible ainsi que nous l’avons démontré; mais il n’est 
pas certain que le calcul de la fonction f(x, x,) soit, en général, 
pratiquement plus simple que la détermination directe de l'intégrale 
doublement principale de M. Darboux. Je ne veux donc pas présenter 
la remarque précédente comme une méthode d'intégration. C’est seu- 
lement une simplification dans les cas où la fonction /(«) peut être 
facilement déterminée par les conditions énoncées. Toutefois, il n’est 
pas sans intérêt de remarquer que le nouveau problème auquel on est 
ainsi ramené comporte seulement la détermination d’une fonction 
d’une seule variable, car x, doit être traité comme une constante. 


25. Étudions en particulier les intégrales principales des équations 
intégrables par la méthode de Laplace. La formule (38) représentera 
une intégrale principale par rapport à æ, si l’on prend pour X une 
fonction de x et d’un paramètre +, s’annulant pour æ = 2), ainsi que 
ses n — 1 premieres dérivées, la n° étant continue. On posera, par 
exemple, | 

X=(xz—aæ)"o(x, 2), 
la fonction 9 étant continue pour v= x,. 

La nouvelle intégrale principale sera aussi à développement limité 
si le facteur 9(a, x,) est indépendant de ay. | 

La détermination de la solution doublement principale se ramène 
au problème suivant : 


Trouver une fonction X vérifiant l'équation différentielle suivante, où 
l’on suppose y = y,, 
w Ag 
-f bdx 
Uy X") — XD ER, (— 1)"u, Xe “™- , 


et quis annule ainsi que ses dérivées jusqu'à l’ordre n — inclusivement 
POUT LED). 


” 
— 
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Le premier membre de cette équation linéaire d'ordre n peut être dé- 


composé en un produit symbolique de facteurs différentiels du premier 
ordre en faisant usage de la substitution de Laplace. 


26. Revenons à la formule (37), qui donne le développement d’une 
demi-solution en fonction des intégrales d’une fonction arbitraire. Si 


(a — x}? 


l’ C # cl / 
on pose X — mT? Nous retrouvons les solutions désignées par le 


symbole z, 


(a — x}? (Ci: 2 1e 
AM (p+)! 


On voit que z, peut être représentée par l'intégrale définie sui- 
vante 


2 0, 


=f a HC aha) tae 


La considération de ces intégrales particulières va nous conduire à 
un développement en série tres remarquable pour les intégrales holo- 
morphes. Désignons par 9,(a, y) une intégrale définie par les condi- 
tions aux limites suivantes 
(Z — Lo)” 

n! 


Qn( 2, Yo) = 


d 
Pn( Loy Y) — 0. 
Soit de même Ÿ, (x, y) l'intégrale qui satisfait aux conditions analogues 


CHE 
WiC Los y) == 2 7, 
Ya (T, Jo) = 0. 
Les fonctions 9, sont des cas particuliers des intégrales z,. 
Il est facile de les représenter par des intégrales définies en se ser- 
vant de la formule (21). 


Ona 
(ao) Lo)! LE DER | (a 1, Oy Yo) da 
he’ À (n SD : Vo ] FA Es Wn € Yo J 


n! 


et de méme 


n | 


Cr) CS OA gs oe ; 
Ya = 5 PRE + a(xo, B) [=e 95 a, 6)48, 


/ 
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en désignant par 
a(x, y,%, B) 


l’intégrale doublement principale de Riemann et de M. Darboux. 
Soit aussi ©,— Ÿ, l’intégrale qui se réduit à l’unité sur les deux 
caractéristiques. Nous avons 


Do—= Yo 3 (7, J, 20 Jo) +f D(a, Yo) 3( 2, ¥, €, Ho) Ax 
se 

+ fl a(x, 8)s(2, yen B) AB. 
Yo 


Toute intégrale holomorphe de l’équation proposée sera dévelop- 


pable en une double série de fonctions ¢ et ¥. 
En effet, cherchons à déterminer une solution z qui soit égale à des 


fonctions holomorphes, données pour x = x, et pour y= y», 


TZ — Lo OB, (2 — 2»)? 073, 
glx Se, / + PEUT 
(2, Yo) (Los Yo) + 1 0% re ox? 


— Yo 93 CY — Yo) 2% 
ee pere 
I Oyo L.2 OyYs 


14 
(Xo, Y) = 3( Los Yo) + 


Cette intégrale sera représentée par l’expression 
B= 3( Loy Yo) 3%, ¥; Loy Jo) 


“Tosa, y 
+f | SEP + ba, 74) (a4 90) | 20s 9 a, Yo) da 
= QE Los 
+f eo + a(2o, B) s(x, 8) | (2, Ys Los 8) dB, 
Yo q 


ou bien, en intégrant terme a terme, 


IE 7 3, 07, 
3 — 3 Qo 0x, V4 da? Pr + 
0% ats, 
mu hier Ve 
OY» Un dy? Ve + 


En général, à tout développement en série absolument convergente 
des valeurs initiales, on peut faire correspondre un développement 
analogue de l'intégrale. 
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DEUXIEME PARTIE, 


ETUDE DES LIGNES CRITIQUES DES INTEGRALES. 


27. Les intégrales de l’équation linéaire 


Di +a + b—-+ cz 
Ad 


22 
dx dy 
peuvent présenter deux sortes de lignes singulières : 

1° Celles qui sont complètement définies quand on connaît les coef- 
ficients a, b, c; 

2° Celles qui dépendent seulement des conditions initiales. 

Nous appellerons les premieres lignes critiques propres de l’équation 
ou lignes critiques fixes; les secondes seront dites accidentelles; nous 
qualifierons celles-ci de mobiles quand elles dépendront d’un para- 
mètre arbitraire. 

Je ne m’occuperai d’une manière spéciale que des courbes singu- 
lieres accidentelles. Il y a lieu d’en déterminer d’abord la nature et de 
chercher ensuite la forme analytique de l'intégrale dans le voisinage 
des différents points de ces courbes. 

Dans l’étude de cette question, je ne prends pas pour base la for- 
mule (22) qui représente l'intégrale générale. Elle peut se trouver en 
défaut dans le voisinage d’un point critique. Je me propose de déduire 
directement de l’équation même les principaux éléments de la solu- 
tion. La méthode dont nous allons faire usage pourrait s'appliquer, 
pour ainsi dire, sans modification à une équation linéaire d'ordre quel- 


conque. 


28. Il faut d’abord définir le genre de singularités considérées et 
les propriétés sur lesquelles nous aurons à nous appuyer. Soit f(æ, y) 
une fonction de deux variables admettant la ligne singulière x — a. 
Faisons décrire à la variable æ dans son plan un chemin de longueur 
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finie aboutissant en a, sans tourner une infinité de fois autour de ce 
point, ni passer par aucun autre point singulier. Dans ces conditions, 
je suppose que la fonction varie d’une manière continue et tend vers 
une limite f(a, y) holomorphe en y, à moins qu’elle ne devienne 
infinie. Le symbole /(a, y) désigne, comme on voit, non pas précisé- 
ment la valeur de la fonction pour x = a, mais une limite relative à un 
‘chemin déterminé décrit par la variable æ. 

La fonction o(æ,y)= f(x, y) — f(a, y) tendra vers zéro quand 
æ tendra vers a par le chemin considéré; nous pourrons done nous 
borner à étudier les fonctions qui deviennent nulles ou infinies sur la 
droite analytique x = a, et qui sont caractérisées par la propriété com- 
mune que la partie réelle de leur logarithme devient infinie. La dé- 


/ - 
rivée logarithmique - ne peut pas avoir une limite finie dans cette 


hypothèse; nous supposerons donc qu'elle croît indéfiniment. Il en 
est de même du rapport des dérivées à Si ce rapport était égal à une 
: 
fonction A(z, y), continue et finie lorsque x tend vers a sur un chemin 
déterminé, la fonction © (x, y) ne pourrait être ni nulle ni infinie pour 
æ =a, quelle que soit la variable y, à moins d’être nulle ou infinie 
pour toutes les valeurs de x et de y; aux hypothèses déjà faites nous 
sommes donc amenés à joindre la suivante, que le rapport des déri- 


y 


vées a croit aussi indéfiniment lorsque x tend vers a. 


HA 

Nous appellerons fonctions normales dans le domaine de la droite 
singulière celles qui jouiront de toutes les propriétés que nous venons 
de considérer, et qui se réduisent en résumé aux suivantes : 

1° Quand x tend vers a suivant un chemin déterminé, la fonction 
devient infinie ou tend vers une limite holomorphe en y. 

2° Si la fonction ¢(a, y) devient infinie ou nulle, les deux rapports 
2 et 2 croisent indéfiniment. 
“à Py 

(L'expression croître indéfiniment s’applique, bien entendu, aux mo- 
dules des quantités considérées.) 

Les hypothèses que nous faisons sur les fonctions pourraient en 
définitive se réduire à une seule : c’est que, sur un chemin aboutissant 
au point critique et ayant une longueur finie, elles sont bien détermi- 
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nées et n’admettent d’autre discontinuité que l'infini, et que la même 
propriété a lieu pour les dérivées et leurs rapports. 

Les fonctions analogues aux intégrales régulières des équations dif- 
férentielles linéaires à une variable indépendante présentent tous les 
caractères précédents ; elles sont égales à des sommes d’éléments de la 
forme 

u—(æ—a)[L(x—a)]"o(x, y), 


p(æ, y) désignant une fonction holomorphe en a et y, non nulle pour 
æ— a; e pourrait être une fonction holomorphe de y; » est un nombre 
entier positif. Il est facile de vérifier que l’élément fonctionnel « est 
une fonction normale, et que la même propriété a lieu pour la somme 
d’un nombre limité d'éléments analogues. 

Le principal caractère dont nous aurons à faire usage dans nos 

Pr 


raisonnements est celui qui est relatif aux rapports Nous 


1 


dirons que la dérivée par rapport à x est infinie relativement à 9 
et à ©. Cette considération nous permettra d’introduire dans nos 
calculs certains résultats de la théorie des infiniment petits, en regar- 
dant, suivant l’usage, les quantités infiniment grandes comme des 
infiniment petits d'ordre négatif. On peut avoir à comparer des déri- 
vées d’un ordre supérieur au premier. Supposons que les dérivées 
d’une fonction normale © soient aussi normales aux environs du point 
critique æ =a. 


ges 
Si la dérivée © est nulle ou infinie, ainsi que toutes les dérivées 


dxr—1 n— 1 
d’ordre moindre pour cette valeur de a, la dérivée ni, 


0" © 
sn? Sera 


infinie par rapport à toutes les autres dérivées du même ordre, ou 
d’ordre inférieur, prises par rapport aux deux variables x et y. 


29. Reprenons maintenant l'étude des lignes critiques accidentelles 
des intégrales de l'équation linéaire D(z) =o. Je supposerai que le 
point analytique (xy) varie à l’intérieur d’un domaine limité E, où 
les coefficients de l'équation sont holomorphes. Soit £(æ, y) une fonc- 
tion holomorphe dont tous les zéros situés à l’intérieur du domaine E 
sont des points critiques d’une intégrale s. La courbe analytique L, 
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représentée par l’équation €(a, y) = 0, est une courbe singuliere ou 
critique de la solution considérée. La fonction E(x, y) est l’une quel- 
conque des fonctions holomorphes qui s’annulent sur la courbe L; 


nous admettrons que ses dérivées & et “ ne s’annulent pas simulta- 


némental’intérieur du domaine. Effectuons un changement de variable 
analogue à celui que nous avons déjà considéré et prenons pour nou- 


velles variables Ja fonction € et une autre fonction holomorphe », 
assujettie à la condition que le déterminant fonctionnel = ara das 
ne soit pas nul. L’équation transformée devient, en mettant en évidence 


Tae 07z 
e terme en dE? 


< 


0g 0: 
(40) Ox dy dE? 


sve 


ure 
Q 
19 


+ D,(z) === |e 


L'intégrale s que nous étudions se transforme en une fonction 
z(Ë, 4), que je suppose normale sur la courbe singulière ainsi que 
ape 

0g 
Si cette dérivée n’est pas infinie pour § = o, 3 ne l’est pas non plus, 


sa dérivé 


et par suite les deux fonctions = et 95 tendent vers des limites holo- 


d | 
morphes en n ou égales à zéro. Examinons d’abord le cas où chacune 


O's ye 1 
0 sera innhnie pal 


de ces fonctions est nulle ou infinie; la dérivée 


Sie 


rapport aux fonctions 


=, 08, 9, ds, 0: 
7? dE’ On dn?’ déodn 


L'équation (40) ne pourra donc être vérifiée, lorsque la variable £ 
res 
Ox oy 
Donc la courbe singulière doit être une caractéristique. 


tend vers zéro, que si l’on a en même temps NE 


: Os À : NE. x 
Le cas où z et jE ne seraient ni nulles ni infinies se ramène immé- 
S 


diatement à celui-là. En effet, supposons que L ne soit pas une carac- 


teristique et que, la variable € tendant vers zéro, les fonctions = et ie 
Je 
= 


tendent vers des limites holomorphes en n. On pourra alors déterminer 


ite ie ln 


à bus bic d'ilhe 
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une intégrale holomorphe z, prenant pour € =o des valeurs égales à 
ces rs La différence z — 3, sera une nome solution à Ut 
nous pourrons appliquer tous les raisonnements précédents. On devrait 
donc encore conclure que la courbe L est une caractéristique, ou que 
la différence z — z, est identiquement nulle; dans ce dernier cas, 
les points de la courbe Ë = o ne seraient pas, à proprement parler, 

des points critiques de l'intégrale z, puisque celle-ci pourrait être 


étendue analytiquement d’une seule manière dans le domaine d'un 


point quelconque de la courbe et y serait égale à une fonction holo- 
morphe. 


30. Des considérations que nous venons d'exposer résulte ce théo- 
réme 


Les intégrales normales d'une équation linéaire aux dérivées partielles 
du second ordre de la forme (5) ne peuvent admettre d’autres courbes 
critiques accidentelles que des caractéristiques. 


On peut remarquer que notre raisonnement est encore applicable 
lorsque la courbe analytique £ = o est pour l'intégrale un lieu de 
zéros ordinaires d'un ordre supérieur à l’unité, et non un lieu de points 
critiques proprement dits. 

Ce résultat permet de préciser la portée du théorème fondamental 
de Cauchy relatif à l'existence des intégrales. Toute solution normale 
définie par la condition que ses dérivées premières soient des fonc- 
tions holomorphes sur une courbe donnée autre qu'une caractéris- 
tique est elle-même holomorphe dans le voisinage de cette courbe. 

Toute intégrale normale qui s’annule ainsi que ses dérivées du 
premier ordre sur une courbe, autre qu'une caractéristique, est iden- 
tiquement nulle. 

D’après la méthode dont nous avons fait usage, nos résultats ne sont 
applicables qu'aux lieux de points critiques représentés par une equa- 
tion analytique (a, y) =o. 

Les caractéristiques singulières ne sont pas nécessairement isolées. 
Elles peuvent former une suite continue ou discontinue, comme les 
points singuliers d’une fonction d’une seule variable. 


31. Supposons maintenant qu'une intégrale z admette une carac- 
Ann. de l’Éc Normale. 3° Série. Tome XII. — Septempre 1895. 35 


a 
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téristique singulière 2 =. Proposons-nous de trouver la forme de 
la fonction ee le voisinage de cette valeur de 2. Nous pourrions 
pour cela nous servir de la formula (22), qui represente l'intégrale 
générale; les résultats établis précédemment, en ce qui concerne la 
nature des courbes singulières, rendent cette méthode légitime. Cepen- 
dant je ferai encore usage d’une méthode directe; je reviendrai à la 
formule (22) pour compléter les résultats ainsi obtenus. Nous pourrons 
supposer que l'intégrale normale considérée z tend vers zéro ou vers 
l'infini quand x x vers a; dans le cas contraire, elle aurait une 
limite holomorphe et il existerait une infinité d’intégrales holomorphes 
prenant sur la caractéristique les mémes valeurs que z. Cela posé, 
considérons l’équation 
d?z Oz 0s 


ae ay RP ET ne 


OS ie Se . 
Quand «x tend vers «, la dérivée -= est infinie par rapport à s et 
Ox 


OS . one 
à a les coefficients a, b, c conservent des valeurs finies; d’autre 
part le nombre des termes du moindre ordre infinitésimal de l’équa- 
tion est au moins égal-à deux; done, si a est différent de zéro, les deux 
020 
Ox dy dy’ Ox 
CE: 
—a(a, y). Silonaa(x, y)=0, == 9; Ne peut pas être d’un ordre infini- 


dérivées ——— sont du même ordre et leur rapport a pour limite 


tésimal supérieur à celui de z ou de D cette dérivée sera donc infi- 


; de sorte que le rapport 


[O07 s ) 
Cr 


dz 
niment petite par rapport a ae 


aura pour limite zéro. Nous pourrons par suite écrire, quel que 
soit a, 
Oz 


Ox dy (due) 


4 
= 
4 


hr 6 ét 


en Li 


hs % 


(41) 
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€ désignant une fonction infiniment petite. Cette équation peut être 
intégrée ; on en déduit 
Wie 
— | (ateyay 
03 Me 


= 


Ox 


en représentant par X’ la dérivée d’une fonction X de + seul. 
à é 
L’expression obtenue est de la forme 


(42) Ls Somat ae 


Ox 


ys 
(a+E) dy 


la fonction u =e # est continue par rapport à æ sur le chemin 
considéré et tend vers la limite | 


u(a,y)—=e Jar, 


Elle est, par conséquent, différente de zéro pour les valeurs de x 
voisines de «. De l'équation (42) nous tirons 


(43) a= f X'u(x, DATE 


La limite inférieure de l'intégrale sera prise égale à « si Z doit 
s’annuler. Si la solution considérée devient infinie, il faut que X’ soit 
infinie pour la même valeur de x; nous prendrons alors pour limite 
inférieure un nombre æ, très voisin de la valeur singulière. Le chemin 
d'intégration peut être défini par la succession des valeurs que doit 
prendre æ en se rapprochant indéfiniment de «. On doit supposer 
que sur ce chemin, dans le voisinage du point «, il n’y a pas d’autres 
points critiques de la fonction X’. 

Il est remarquable que la forme (43), obtenue pour l'intégrale par 
un calcul direct, est justement celle qui serait donnée par l’applica- 
tion immédiate de la formule (22). 

On peut, en général, modifier cette expression de la manière sui- 
vante. Considérons le rapport 


: f Xn 2, y) dx 


X [Xi dz 


À 
a 


le numérateur et le dénominateur sont nuls ou infinis pour a = «@; 
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: x ; stents hee ra 
l'expression se présente donc sous la forme indéterminée = ou =: 


Le rapport des dérivées est une fonction bien déterminée dex et dey 
qui n’est nulle, ni infinie; elle apour limite u(a, y) = efa;ndr, La vraie 


valeur du rapport +: si elle existe, sera égale à cette limite. La règle 


de L’Hospital sera toujours applicable à ce rapport si la fonction X’ 
est continue sur le chemin d’intégration, sauf à l'extrémité «, et si 
sur ce chemin, dans le voisinage immédiat du point critique, la varia- 
tion de l'argument de l'élément X’ dx est inférieure à un angle ¢ qui 
soit lui-même inférieur à deux droits. Dans ces conditions nous 


pourrons écrire 
LE © Q(z, Y)s 


la fonction © étant continue et tendant vers la limite een, Il est, 
d'ailleurs, facile de trouver directement cette limite. Nous avons, en 
effet, 

D(z) = XD(9)+ X'D.(9)=0 


ou bien 


X ¥ nn 
xD?) +Da(o)—o. 


xX Là « 
Quand x tend vers &, x; tend vers zéro, et, par hypothèse, D(¢) 


conserve une valeur finie. Donc l’expression D’.(¢) a pour limite zéro. 
On en déduit immédiatement la valeur de 9(«, y). 

Il y a une certaine analogie entre la méthode précédente et celle 
qui donne les asymptotes d'une courbe algébrique en Géométrie ana- 
lytique. Cette analogie peut encore être poussée plus loin, et la mé- 
thode donnerait lieu, dans un cas très étendu, au développement 
d une solution Z suivant les intégrales d’une fonction arbitraire de x. 
Considérons, par exemple, l'équation qui donne 9, 


r 


X 


Posons 
p= eSady Lou + v. 


La fonction ¢ tend vers zéro quand & tend vers «; c'est, en général, 


- 


a 


= vo” 


LÉ … DE 


L tés, ‘Je 


- di iis Be 


= 

: 

À 

4 

; 
$< 
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y BS as D ee iD) . . . a 
d’après l’équation précédente, un infiniment petit du même ordre 
que xy 
Or, pour une classe très étendue de fonctions, les seules que nous 


considérerons pour le moment, les deux infiniment petits he 


sont de même ordre, SX désignant l'intégrale de X prise à partir d’une 
limite inférieure convenable. On peut donc poser 


SX 
P— — 9: X . 


Portant cette valeur dans l’équation, et égalant à zéro l’ensemble 
des termes du moindre ordre infinitésimal, on en déduit, pour la 
partie principale de ¢, l’expression 


SX 


— ly 


u, désignant le coefficient de SX dans la formule (37). Nous retrou- 
vons ainsi un résultat déja obtenu par une autre métbode plus rigou- 
reuse et plus générale. 


Remarque. — Nous avons, en général, qualifié de singuliere la ca- 
ractéristique æ—x; cependant nos résultats sont encore exacts 
lorsque cette caractéristique est un lieu de zéros ordinaires. 


32. Apres avoir déterminé la nature des lignes critiques et la 
forme des intégrales dans le voisinage de ces courbes, il reste à traiter 
le problème inverse : 


Trouver une intégrale de forme donnee dans le domaine d’une carac- 
téristique déterminée. | 

Nous étudierons encore seulement le cas où la solution considérée 
est nulle ou infinie sur la caractéristique. La solution se déduit im- 
médiatement de la formule (22). Soit f(a) une fonction arbitraire 
admettant le point singulier æ = « où elle est nulle ou infinie; dési- 
gnons par 3, (æ, y,¢) une intégrale principale ne s’annulant pas sur la 
caractéristique paramétrique; l’intégrale 


caf S(t) 50( 295 t) 


7. : eo” SL) HA 
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satisfait, en général, à la condition que le rapport ae a soit une fonc- 
tion continue dont la limite n’est ni nulle ni infinie, quand x tend 
vers ©. Pour que cette conclusion soit exacte, il suffit que l’on puisse 
appliquer au rapport considéré la règle de L’Hospital. 

Nous pourrons alors écrire 


Je S(t) 20(æ, 7; ELA JRIAAI TT, 


la fonction w est continue par rapport aa. Elle est, de plus, holo- 
morphe par rapport à y en même temps que l'intégrale principale 


ACTE 
En effet, soit 


ce développement sera uniformément convergent par rapport à #, 
pourvu que y — y, soit suffisamment petit; par suite, l’intégrale z sera 
la somme de la série 


ye LE [rt es (x, t) de. 


, iy: x LES 
Or, on a, d’après nos hypothèses, en désignant par Ÿ,(x, «) une 
fonction continue qui tend vers la limite 9,(a, «) quand a tend 
vers &, 


[£0 epdt= f(x) bpm, 2). 


e 


Donc 


i =S(2)| + Jy + Sane MES ied 


2 


et la série qui figure dans cette formule est uniformément conver- 
gente dans un domaine suffisamment petit. 

Nous avons ainsi obtenu une solution dont le rapport à une fone- 
tion donnée f(a) est une fonction continue non nulle pour æ = @. Ce 
n'est évidemment pas la seule satisfaisant à la condition énoncée. IL 
en serait encore de même de l’expression 


f For f'(t) 29(x, y, t) dt, 


\ 


MAS SR Le Le ddl ds on dé LÉ dé Ni db dde RD Dr de de D de à dune à hd. 


1 
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où F(z) désigne une fonction continue et bien déterminée sur le 
chemin décrit par la variable x, ne s’annulant pas pour x = a. 
. Les conclusions auxquelles nous sommes arrivé peuvent se résumer 
ainsi : 
1° Si l’on considère une intégrale normale de l’équation D(z) = o 
qui admet la caractéristique singulière accidentelle x = «, il existe 


en général des fonctions X de x seul telles que le rapport soit une 


fonction continue différente de zéro pour x = a; 

2° Réciproquement, étant donnée une fonction X de x seul, nulle 
ou infinie pour a = a, il existe une infinité d’intégrales telles que le 
rapport = soit une fonction continue différente de zéro pour cette va- 
leur de x. 


33. Nous allons étudier quelques intégrales régulieres simples. Re- 
marquons d’abord que dans le voisinage d’une caractéristique singu- 
liere accidentelle x = «, i] n’y a pas d’intégrales de la forme 


(a—a)j?Nu(x, y), 


la fonction w étant continue et différente de zéro pour æ = @; au con- 
traire, si l’on désigne par p. une constante, il y a lieu de chercher les 
intégrales de la forme 
Zu = (æ—a)Mu(x,y). 
D’après les résultats précédents, il en existe une infinité que l’on peut 
représenter par l'expression 


fre Zo (2,75 t) (£ — Ge) dé. 


Etudions, en particulier, le cas où l'intégrale z,(x, y, ¢) est holo- 
morphe et développable suivant les puissances de (¢ — x), 
ue ss an Us — 


t 
BiG Big is 6) = Uy => = uy, + a Duala els) ie} 


Nous en déduisons immédiatement le développement de z,, en po- 
sant 


os 
Sy, = a: (es — a)P* Zola, y, t) dt. 
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Nous avons, en effet, 


uy (a—a)? 
(44) cpa (ema | ue + (a) + EE tf 


Cette série est uniformément convergente en même temps que l’in- 
tégrale principale dont elle est déduite, pourvu que {4 ne soit pas un 
entier négatif. an q 

La formule (44) s'obtient par une détermination particulière de l’in- 
tégrale de forme indéfinie f . En supposant la partie réelle de p. posi- 


tive, nous avons 
a= f p(t — a)e+! so(a, y, €) dt. 
a 


Quand la partie réelle de 1 est négative, on peut encore représenter 
s, par une intégrale définie prise le long d’un lacet partant du pointæ 
et dont le cercle a pour centre le point « : 

ie 


45 Zy = ————— a—t)¥-12,(x, y, t) dt. 
(4 ) ue 2ÉSinTp , ai ) o( », ) 


Cette formule est en défaut quand pu est un entier négatif. 


34. La méthode directe qui nous a donné l'intégrale principale nous 
donnerait aussi z,. Écrivons que l'expression 


Ay(a— x)H+ A, (a — x)h+! + As(a — v)er?+..., 


où Ay, A,, ... sont des fonctions de + et de y, vérifie l'équation propo- 
sée, quand on y regarde « comme un paramètre. Nous trouvons, pour 
déterminer les coefficients, les relations de récurrence 


LAN 0; (p+) D,(A,) = D(A,), Sens 


d'où l’on déduit immédiatement la formule (44), en désignant par 
Uy, U,, ... les coefficients du développement d’une intégrale princi- 
pale. 

Quand on connait une intégrale z,, où l’on regarde « comme un 


oi de 


a  —k LA 
: à Ÿ 


P= SY wee de ét tr 


ln 


VEN Ne, TN 


F 
eZ 
% 
1 

, 

| 
4 
. 
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paramètre, on peut en déduire par différentiation une infinité d’autres: 
nous avons, en général, 


dPz 
sat SEM 1). (HP +1) Sup. 


Cette propriété permet de passer des exposants à partie réelle posi- 
tive à ceux dont la partie réelle est négative. 


35. L'intégrale z, que nous venons de définir dépend du paramètre 
yu, et comme elle vérifie l'équation proposée quel que soit ce para- 
mètre, les dérivées par rapport à sont aussi des solutions. 


He an Oz 3 : 
Prenons, par exemple, la dérivée premiere i et faisons ensuite 


-¥= 0, nous obtenons une nouvelle intégrale que nous appellerons z_, 


3-0 = WL(a— x) + ue 2) Lite 2) 7] 


[Eta 2) 1-5 +.. 


(46) | 
=" Co ey Lie a) a 2) — re 5 
| Se ae 
En général, les expressions que l’on trouve en prenant les dérivées 
par rapport à sont des intégrales régulières représentées par la for- 


mule suivante 


er ar Lu (e ah tt a)” + p(t— a) L(é — ay Lol Bo (a, y, t) de. 
ea 
36. Nous avons exclu jusqu’ici le cas où & est un entier négatif. La 
formule (44) n’est plus alors applicable. Posons » = — »; l'intégrale 
RE Pot) y 
STE (a ee, Nea 
devient 
—n uy — Ts 2—n tae 
oe “ps ans) Mn) (Es) iz 
Us ( æ)! 
© — 
(47) an). Aer —— 7) 
ate UpL(a—«) + (a — #)[L(a—a#)—1] +...) 
nt 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. SEPTEMBRE 1899. 36 
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On voit immédiatement que les intégrales à indice entier négatif 
different des autres par une propriété importante. L'intégrale z, repré- 
sentée par la formule (44) est de la forme (a—æ}u(x,y,a), la 
fonction wz étant développable suivant les puissances de « — x. L’in- 
tégrale s_,, définie par l’équation (47), est bien aussi de la forme 


(a—2x)-"u(a,y, a) 


la fonction uw étant continue lorsque la variable x tend vers « sur un 
chemin de longueur finie et sans tourner une infinité de fois autour du 
point critique; mais elle n’est plus uniforme en général dans la région 
de ce point. 

Cependant il existe un cas où le logarithme disparait pour une va- 
leur suffisamment grande de »; c’est celui où l’intégrale principale est 
un polynôme entier en ¢— +. Nous savons que, dans ce cas, la première 
suite de Laplace est limitée, et que l’une des fonctions arbitraires qui 
figurent dans l'intégrale générale peut être débarrassée de tout signe de 
quadrature. Ce résultat pouvait être prévu. En effet, supposons qu'il 
existe une intégrale de la forme suivante 


u(x,y,a@) 


(a— ax)’ 


oo 
a — 


« désignant un paramètre variable et u(æ, y, «) une fonction uniforme 
de & qui n’est ni nulle ni infinie dans le domaine du point a. Nous en 
déduirons une demi-solution de l'équation proposée par la formule 


Time S(aju(2, y, a) de 
2TL (a—æx)" 


l'intégrale étant prise le long d’un contour fermé entourant le point x. 


Si la fonction /(«) est holomorphe à l'intérieur du contour, l’expres- 
sion de Z se met immédiatement sous la forme suivante : 


Aof(tz)+Aif'(x)+...+ A, f"t(æ). 
Les coefficients A sont, en général, des fonctions des variables æ 
et y. 


Il résulte de là que l’équation proposée est intégrable par la méthode 
de Laplace. Réciproquement il est évident que toute équation pour la- 
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quelle la première substitution de Laplace donne une suite limitée se 
terminant au bout de n — r opérations, admet une infinité de solutions 


de la forme considérée oe: Toe ou, plus généralement, ee 


Si la solution z regardée comme fonction de x admet le pole «, nous 
donnerons à la caractéristique 2 = le nom de caractéristique po- 
lire 


Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 


Les équations intégrables par la méthode de Laplace sont les seules dont 


les intégrales puissent admettre des caractéristiques polaires acciden- 
telles. 


37. En introduisant les dérivées à indices quelconques ('), on peut 
donner une forme remarquable aux intégrales que nous avons dési- 
gnées par z,. Appelons dérivée d'ordre xn de la fonction f(x) prise à 


4 partir de la limite æ,, l'intégrale 

4 T(n +1) ) dz 

6 2TL es an 

E- 

- prise le long d’un lacet à bords rectilignes partant du point x, et en- 

. tourant le point x; nous représenterons cette dérivée par le symbole 

= CL a ee oe) Le. , 

3 (7%) - L'expression précédente de la dérivée est illusoire quand n 
| x” } x, 


est un entier négatif. On la remplacera alors par 


+ 


1 wa Ne ane ks 


Toa) J, Ga 


~ 7° = »&F 


qui est équivalente à la première lorsque n n’est pas entier. 
L'intégrale z, est définie par la formule suivante, en supposant la 
partie réelle de pv. positive : 


apf (£a) 12, (2%, 7, t) dt. 
ae 


(1) Voir LAURENT, Traité d’ Analyse, t. Ill, p. 487. 


284 J. LE ROUX. 
D’apres la définition de la dérivée, on peut donc la représenter par 


nip. O-¥59(L, ¥, £)|* 
IE (U4) OL : 


O39 (x Vs t) a 
CAL PT Beers, yore nc, 


ou bien, en changeant les limites 


O-"-3y(2, Ys t) 
Ot-¥. 


x 


eM T4) 


a 


Quand la partie réelle de & est négative, en général, l'intégrale est 
encore représentée par le méme symbole; mais il n’en est plus de 
même quand y est un entier négatif. Dans ce cas, l'intégrale ne peut 
plus être regardée, à un facteur pres, comme une dérivée de la fonc- 
tion z,. Les formules que nous venons d’établir contiennent un facteur 

: : 9 : em Ores : : ‘ 
qui devient alors infini. La dérivée are est bien une solution, mais 
ce n’est pas celle que nous avons appelée z_,. Les intégrales à indice 
entier négatif se déduisent par différentiation de l'intégrale s_, définie 


par la formule (46). 
Ona 
_ res O" 59 ( 25 y; a) 


ne) Ce ri Oar 


38. Les intégrales que nous venons d’étudier sont des fonctions 
holomorphes de y en mème temps que l’intégrale principale 5, (a, y, t). 
En général, toutes les intégrales représentées par l'expression 


ils S(t) 2 (2 y, t) dt 


jouissent de la même propriété; nous savons d’ailleurs que 3, peut 
être supposée holomorphe dans le cas où æ et y varient dans un do- 
maine suffisamment petit, où il n’existe aucun point critique des coef- 
ficients de l'équation; le paramètre ¢ varie dans la même aire que la 
variable x. 

Cela posé, considérons une intégrale Z qui possède deux caractéris- 
tiques singulières æ = a, et y = B,. Il existe une infinité de solutions 
de cette nature que l’on peut déduire de la formule (22); il suffit 


1 


a oe ee ee dé né Xi 


LR vr 
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pour cela de prendre pour /(«) une fonction qui possède le point cri- 
tique « — «,, et de même pour 9(8). 

On voit que Z est la somme de deux termes Z, et Z,; la première 
de ces fonctions admet le point critique «,; elle est, en général, holo- 
morphe par rapport à y et développable suivant les puissances en- 
tières et positives de y — B,. La seconde jouit de propriétés analogues. 


Donc, en général, toute intégrale possédant deux caractéristiques sin- 
guhères d'espèces différentes est la somme de deux intégrales particu- 
lières dont chacune admet une seule de ces caractéristiques singulières. 


Notre raisonnement et, par suite, la conclusion précédente seraient 
en défaut si le point (a,, 8,) était un point singulier des coefficients 
de l’équation. L'intégrale principale, considérée comme une fonction 
de y, ne serait plus nécessairement holomorphe dans le domaine du 
point 6,, quand x et « varient dans une aire si petite qu'elle soit, 
comprenant le point «,. Supposons, par exemple, que l'intégrale 
s(x, y, «) possède un lieu de points critiques propres G(x, y) =o. 
La caractéristique paramétrique rencontre cette courbe en un certain 
nombre de points définis par l’équation 


Ge, 7) = 0. 


Soit 8 l’ordonnée d’un des points d’intersection. Dans le domaine de 
la caractéristique y = 8, l’intégrale principale ne sera pas, en général, 
holomorphe. 

Bien que l’étude des courbes singulières propres n’entre pas dans 
ce travail, je vais considérer le cas d’une équation simple qui mettra 
en évidence des propriétés remarquables. 

Soit l'équation 

Os n 0G dz m 0G dz 


dz dy G oy dx G dx dy” 


G désignant une fonction entière irréductible, m et x étant des con- 
stantes. Nous allons chercher la forme des intégrales normales dans 
le voisinage de la courbe singulière G(x, y) =o. Prenons sur cette 
courbe un point ordinaire (a>, y.) où la tangente ne soit pas une 
caractéristique, et dans le domaine duquel il n’y ait pas de caracté- 
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ristiques singulières accidentelles de l'intégrale étudiée. Il existe une 
intégrale holomorphe dans le domaine du point considéré, pourvu que 
la somme mn ne soit ni nulle, ni égale à un entier négatif. En effet, 
écrivons l’équation sous la forme 


Oz 0G dz OG dz 


MO, 

Ox OY 

En y faisant G = 0, nous trouvons la relation suivante, qui doit être 
vérifiée sur la courbe 


(B) RÉ CNRS 
Ox dy 

Il suffira de connaître les valeurs de l’une des dérivées pour que l’autre 
se trouve complètement déterminée. L'intégrale dépendra donc seu- 
lement d’une fonction arbitraire. Supposons que l’on donne sur la 
courbe les valeurs de zs en fonction holomorphe de x: les dérivées 
d’un ordre quelconque prises par rapport à cette variable seront dé- 
terminées au point (a,, Yo). Pour développer l'intégrale en série de 
puissances, il faut calculer les autres dérivées. On les obtiendra en 
différentiant l'équation (A) par rapport à x et à y et en faisant, dans 
chacune des dérivées obtenues, G — 0. La série calculée admet un 
domaine de convergence, comme il est facile de le démontrer. Elle 
représente donc une fonction holomorphe satisfaisant à l'équation (A); 
elle vérifie aussi la condition (B) en tous les points de la courbe G=o, 
bien qu’on n’ait pas tenu directement compte de cette relation dans le 
calcul des coefficients. L'existence de l'intégrale holomorphe étant mise 
en évidence, proposons-nous de trouver les intégrales normales plus 
générales. D'après ce qui précède, on pourra les supposer nulles ou 
infinies sur la courbe. Lorsque le point variable (x, y) tend vers le point 
(a, Yo) en décrivant un chemin non situé sur G, les dérivées as et = 
sont du même ordre; leur rapport est une fonction continue déc 
de zéro, pourvu qu'aucune des caractéristiques du point (a, yo) ne soit 
un lieu de zéros ou de points singuliers. La dérivée, prise parallèle- 
ment à la tangente à la courbe, sera infiniment petite par rapport aux 


Alliage d'A [7 FT. = .+ 93 . 02 fire 
autres; d’où l’on déduit que le rapport dz dy à pour limite la valeur 


va 
< 
4 
5 
à 
; 
; 
2 
1 
2 
a 
; 
‘ 
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0G ,0G : 

Non gy au point (Los Ye). Posons donc. 

dz 02 __ (0G,0G 

de dy Nox oy ; 
e désignant une fonction infiniment petite, dont nous supposerons que, 
dans le domaine considéré, l'ordre infinitésimal reste supérieur à un 
nombre positif suffisamment petit quand on prend G comme infini- 
ment petit principal. Portons les valeurs obtenues dans l’équation ; 
nous en déduirons 


“re DER alee 
Oa dy * 0x — F6 oy? 


ce qui nous conduit à poser 


Os — Gum-n 0G u 
Ox dora 

u désignant une fonction qui conserve une valeur finie; par suite, 

z sera, en général, de la forme 


Gi-m—n U;: 


On aurait trouvé directement ce résultat en supposant d’abord les in- 
tégrales régulières dans le domaine de la courbe ('). Si l’on pose 
z = G'u, on trouve pour définir r l'équation déterminante 


r(r—i+m+n)=o. 


La racine nulle correspond à l'intégrale holomorphe; la seconde, a 
celle que nous venons de définir. Le multiplicateur uw, peut se calculer 
comme la premiere intégrale en fonction de données initiales. 

Des résultats que nous venons d’établir, je conclus que toute inté- 
grale normale sur la courbe sera de la forme suivante, où u et ¢ dési- 
gnent des fonctions continues ne s’annulant pas sur la courbe dans 
le domaine du point (2,7), à moins d’être identiquement nulles dans 


ce domaine | 
620 + Gay. 


(1) Voir V. Horn, Acta mathematica, t. XII. 
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Cette forme ne convient plus quand l’une des caractéristiques du 
point (æ,7) estlieu de zéros ou de pointscritiques. Examinons main- 
tenant ce qui se passe pour l’intégrale principale s(«, y,%), holo- 
morphe sur la caractéristique paramétrique, sauf aux points où elle 
rencontre la courbe G. Pour a= @, nous avons à un facteur près 


a(a, ys FE = Go») 


Or, ilest en général impossible d’avoir dans le domaine du point 
Wie 


—h 


u(a, vy) + Gigi” o(a, ¥) = Gary, 


si les fonctions u et ¢ satisfont aux conditions énoncées. Donc, l’une 
des caractéristiques du point (a, 6) sera un lieu de points singuliers 
ou de zéros de l’intégrale principale; ce sera la caractéristique y = B. 

Cette discussion sommaire met en évidence les propriétés curieuses 
et intéressantes des caractéristiques singulières accidentelles qui se 
coupent sur un lieu de points critiques propres de l'équation. En gé- 
néral, il n’est plus possible, quand une intégrale possède deux carac- 
téristiques de cette nature, de la décomposer en une somme de deux 
autres, dont chacune soit holomorphe dans le domaine de l’une des 
caractéristiques considérées. 


39. Une intégrale peut s’annuler sur deux caractéristiques sans être 
identiquement nulle dans le voisinage de ces deux courbes si elles 
se coupent sur un lieu de points singuliers propres de l'équation. 

Supposons que l’on ait s =o pour a = « quel que soit y, et pour 
y = $ quel que soit x. L'intégrale étant supposée normale dans le voi- 
sinage de ces caractéristiques, nous pouvons écrire 


Au, 


A] 


X s’annulant pour æ = « et u étant une fonction continue de x ayant 
pour limite e-“*# quand a tend vers «. Cette limite devra s’annuler, 
par hypothèse, pour y = 8; donc le point (x, 8) appartient à une courbe 
singulière du coefficient a. Il appartient aussi à une courbe singulière 
du coefficient b. 


PRES ho 
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Quand deux caractéristiques peuvent être des lieux de zéros acci- 


dentels, les intégrales ne sont plus déterminées par leurs valeurs sur 
ces droites. 


40. Les intégrales qui possèdent des caractéristiques singulières 
mobiles sont liées étroitement aux intégrales principales. Elles peu- 
vent aussi être utilisées pour l'intégration de l'équation proposée, ou 


du moins pour en calculer des solutions plus générales dépendant de 


fonctions arbitraires. C’est ce problème que nous allons maintenant 
étudier. 

Considérons une solution z(a, y, «) qui possède une caractéristique 
singulière æ = à dépendant d’un paramètre variable; l'intégrale 


L= [ f(a)2(2,y,«) da, 


prise le long d'un contour fermé simple à l’intérieur duquel est com- 
pris le point critique « = x, vérifie encore l’équation proposée et dé- 
pend en général d’une fonction arbitraire de æ. On peut d’ailleurs 
supposer que le contour d’intégration se déforme et varie avec x; ce 
sera par exemple un lacet issu d’un point fixe x, et dont le cercle au- 
rait pour centre le point variable x. Dans d’autres cas, au contraire, il 
y aura lieu de considérer des lacets partant de x et entourant des points 
critiques de la fonction f(x), ou des chemins d'intégration non fermés 
à limites variables ou fixes. S'il existe une seconde caractéristique sin- 
gulière mobile y = $ nous déduirons encore de l'intégrale proposée une 
seconde série de demi-solutions dépendant d’une fonction arbitraire 
de y. L'ensemble des solutions ainsi obtenues représentera l'intégrale 
générale s’il est possible de disposer des fonctions arbitraires qui y fi- 
gurent de manière à satisfaire aux conditions les plus générales qui 
définissent les intégrales. 

Il n’est pas nécessaire que les deux paramètres « et 6 soient dis- 
tincts : l’un peut être fonction de l’autre; c’est ce qui aura lieu, par 
exemple, quand le point analytique (x, 6) décrira une courbe critique 
propre de l’équation proposée. Danse cas, l'intégrale regardée comme 
fonction de « a deux séries de points critiques, les uns dépendant de 
x, les autres de y, parmi lesquels on considérera un de chaque famille. 
A chacun de ces points critiques, on peut faire correspondre par l'in- 
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tégration une fonction arbitraire, ce qui donnera une intégrale de la 
La 
forme suivante : 


L= f f(a) 207,2) da + f ola) star a) da 


la premiere intégration est relative au point critique x, la seconde au 
point critique dont l’affixe est fonction de y. Toute intégrale relative à 
un contour enfermant à la fois les deux points est en général décom- 
posable en une somme d’intégrales simples analogues aux précédentes. 
Quant à l'étendue et à la généralité de la solution trouvée, on ne peut 
la définir avec précision qu'après avoir étudié la forme de Ja fonc- 
tion z(æ, y, «), autour de ses points critiques. 


41. Nous allons montrer cependant la possibilité de calculer des in- 
tégrales principales ne s’annulant pas sur la caractéristique paramé- 
trique. Considérons une solution z(x,y, «), possédant la caractéristique 
singulière mobile «=a, sur laquelle elle est nulle ou infinie. I] existe 
des fonctions f(æ, «) telles que le rapport = : /(æ, «) soit une fonction 
continue quand « tend vers a. 

Posons 


3(2, 7, a) 


Set iw ae 
(48) LENS sol Fane de 


L'intégration est relative à un contour fermé dont l’origine se trouve 
en un point x, infiniment voisin de a, et dont l'aire renferme les deux 
seuls points critiques æ et æ,. La fonction /(x, «) n’étant pas en gé- 
néral uniforme, nous désignerons par f(a, «) la valeur que prend cette 
fonction quand le point x tend vers x, par un chemin de longueur finie 
intérieur au contour d’intégration. Cela posé, faisons æ = ay, l'intégrale 


devient 
Lx. sos Les a) 
ule JS (Xo, %) (a — x) ad 


ou bien, en posant 2%, a) = Ue 2) u(x, y, a), 


Z(x5, Y) = da. 


I Ii U( Los ¥, a) 


2TL, (&— To) 


Va 
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Nous pouvons, sans changer la valeur de l'intégrale, remplacer le 
contour d'intégration primitif par tout autre chemin fermé ayant la 
même origine et renfermant le point æ,. Comme le point +, est infini- 
ment voisin de +,, il est aussi permis de supposer le contour d’intégra- 
tion infiniment petit; ce sera par exemple un cercle de centre a, dé- 
crit dans le sens positif. Les valeurs que prend « sur ce contour sont 
infiniment voisines de +, ; par conséquent, si la fonction w est continue 


. par rapport au paramètre, la valeur limite de l'intégrale quand la dis- 


tance xx, tend vers zéro est égale à 
U(X, Y Lo); 
Sy = oF C Là -] LA 
c’est une solution de l’équation dérivée 
D’.(u) —\0: 


Donc, dans la même hypothèse, la valeur limite de Z(x, y) est une 
intégrale principale ne s’annulant pas sur la caractéristique paramé- 
irique 7 = x. 

Pour que notre raisonnement soit applicable, il faut évidemment 
que la caractéristique singulière soit située à une distance finie de 
toute autre de même nature, que l'intégrale (48) ait un sens bien défini 
et tende vers sa limite d’une manière continue lorsque le paramètre x, 
varie. 

Quand la fonction 3 (x, y, «) n’est ni nulle, ni infinie pour x = «, 
on peut, dans un cas très général, en déduire une autre intégrale qui 
s’annule sur la caractéristique singulière. Faisons décrire à la variable x 
un contour fermé aussi petit que l’on voudra autour du point «; en 
général, la fonction ne reprendra pas sa valeur primitive, mais se 
transformera en une autre intégrale z, telle que la différence = — =, 
tende vers zéro quand x tend vers «; à cette différence, notre raison- 
nement est applicable. 

L'intégrale principale Z, définie par l'équation (48), n’est pas la seule 
qu’on puisse déduire de la solution considérée 2 (2%, ¥o,%) par la 
méthode que nous venons d’indiquer. Il en existe une infinité d’autres 
dépendant d’une fonction arbitraire et représentées par l'expression 


3 da 
re (æ, ya) do 
& (Xo, Yo a) me 
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Le contour d'intégration est toujours celui que nous avons défini 
plus haut ou tout autre chemin équivalent; la détermination du déno- 
minateur = (ay, Yo, %) sera choisi de telle façon que x tendant vers x, 


3 (Ts V . . 
le rapport Sn conserve une valeur finie. La fonction F («) n’est 
a 09 J 09 


pas nécessairement indépendante de a, ni holomorphe en ce point. 

De ces généralités, quoiqu’elles soient nécessairement fort vagues, 
résulte pourtant la possibilité d'intégrer complètement une équation 
linéaire de la forme (5) quand on en connaît une intégrale qui possède 
deux caractéristiques singulières mobiles de familles différentes. 

Considérons, par exemple, l'intégrale z, dont nous avons donné le 
développement en série; en appliquant la méthode précédente, on en 
déduit une intégrale principale par la formule 


A ee od SET 


ant) (a— x)" 
On retrouve identiquement le développement de l’intégrale 


Ly— v 
Un Re 


dt 
Care 
D'ailleurs, la connaissance du développement en série d’une inté- 
grale z, donne immédiatement le développement correspondant d’une 
intégrale principale qui ne s’annule pas sur la caractéristique paramé- 


trique. 
Soit 
Sy —=(a— rhhAs+ Ai(a—æ)+ALa—x)+...: 
nous en tirons pour les coefficients u,, u,,... les valeurs suivantes : 
NPA u,—=(p+1)A,, 7 Un—=(m+1)(h+2)...(p+n)A,. 


42. Les fonctions de trois variables 
B(x, y, a) 


qui verifient une équation linéaire aux dérivées partielles du second 
ordre de la forme (5) à coefficients indépendants de « sont des solu- 
. 3 ’ ay: . ; ARS . x . 

tions d’une équation aux dérivées partielles à coefficients constants. 


it as a 


SUR LES INTÉGRALES DES EQUATIONS LINÉAIRES, ETC. 
Considérons l’équation 


(A) Dey ot os, 
: 2j 


Nous savons que toute équation linéaire du second ordre à caracté- 
ristiques distinctes peut être mise sous cette forme quand on en connaît © 
une solution particulière quelconque. Pour que la fonction (x, y, «) 
vérifie cette équation, quelle que soit la troisième variable «, on doit 


avoir 
$ P q 
OS) ROD Bag 
(B) da dx da | —o, 
®s dp dq 
4 da da Oa 


en posant, suivant l’usage, 


dz y Oz Os 
ae eas aS 


Ox dy Ox Re dy 7 


Réciproquement, toute solution de l’équation (B) vérifie une équa- 


tion linéaire aux dérivées partielles de la forme (A). 


Cherchons les solutions de l’équation B, qui sont égales au produit 


d’une fonction de x et de « par une autre fonction de y et de «. 
Soit 
Ge XV: 
nous poserons 
RMC) 
ite er dy AT 
Ona 
p=X'Y, q=YX, s=X’Y’; 


en portant ces valeurs dans l’équation (B), on en déduit 


(ay aX -BX dX! 
C rs de® 9 dY!_ > det de eax 
(G) i) Cie da y,dX_ y dX’ X' de 
da da da da 


Le premier membre de cette équation ne dépend pas de +, le second 


ED 


ne dépend pas de y. Chacun d eux est done me | 


représente par a NE 


On a done, en intégrant par rapport. aa, 


I 
xx xx 
DER CH = 9'(a)y (x) 
et, par suite, x 
—. x =9(a) (x) +0(x). 
De même, 4 
Y= P(e) Hi) +807) 


v(x), (x), v, Cy), 0,(y) désignant des fonctions arbitraires. | 
L’équation aux dérivées partielles qui correspond à ces valeurs sera 


D 072 Oz v(x) eh wily) 
oe dxdy dx Y(æ) (y) —0(æ) i (y) © Oy PU) Aly) — (x) bly) 


En prenant comme nouvelles variables 


on la ramène à la forme simple 


ds "05 Fin) Os F(Ë) = 
didn  OEË—n  OnE-n 


La substitution considérée peut être en défaut quand l’un des rap- 
ports € ou n est une constante. 


Nous intégrerons dans la troisième Partie toutes les équations de la 
forme E. 


E- 
4 
; 
4 


‘3 


at ct à Rs di) 


dut di DS 
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TROISIEME PARTIE. 


43. L’équation d’Euler et de Poisson 


ds es SNS ON US 
OTOY Z—yÔx x—7y dy 


E(B, 5) 


a été, de la part de M. Darboux, l’objet d’une étude approfondie. Je me 
propose d'appliquer a cette équation remarquable les résultats géné- 
raux démontrés dans les deux premières Parties. 

L’équation considérée admet l’intégrale particulière suivante 


(49) s(2,7sa)=(a—ry8(a— y) À. 


On reconnait immédiatement qu’elle présente tous les caractères que 
nous avons établis. Elle possède deux caractéristiques singulières 
mobiles x =a, y = «, se coupant sur la droite « — y = 0 qui est lieu 
de points singuliers propres de l’équation. Quand x tend vers &, il 
existe une fonction de x seul, (« — x) À, telle que le rapport 


(a — a)—B 


soit, dans le voisinage de la caractéristique considérée, une fonction 
continue, holomorphe en y et différente de zéro dans toute région du 
plan des y qui ne comprend pas le point singulier y = «. De plus, ce 


rapport est une solution de l’équation dérivée 


du G'u 
2 


Da) =o =. > 


où l’on fait x = @. 

De l'intégrale particulière (49) nous allons déduire la solution 
complète de Péquation d’Euler et de Poisson. Comme la nature des 
chemins d'intégration dépend des valeurs particulières des nombres $ 
et 8’, je supposerai d'abord qu'aucun de ces nombres n’est entier. 
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44. La formule suivante nous donne alors une intégrale dépendant 
de deux fonctions arbitraires 


(50) 2= | f(a) (a ah (ay) da + fo(a) (ae) fa — 7) da. 
à à 


La première intégration doit être effectuée le long d’un contour fermé 
simple dont l’aire renferme le point x; la seconde est relative à un 
contour analogue renfermant le point y, mais non le point x. 

Pour définir la généralité de la formule (50), je vais considérer suc- 
cessivement les deux termes et chercher si l’on peut disposer des fonc- 
tions arbitraires et des chemins d'intégration de manière à satisfaire 
aux conditions aux limites les plus générales. 

Posons 


t= [ f(a)(a— 2) (a— 78 de. 


Je dis que, étant donnée une fonction holomorphe ¢(a), il sera, en 
général, possible de déterminer la fonction arbitraire f(x) de la for- 
mule précédente de manière que Z, soit pour y = y, égale à z(x). 

Il s’agit de satisfaire à l'identité 


(59 fra (a— 2) (a ro) da = g(e). 
Je prendrai pour chemin d'intégration, C, un lacet ayant son entrée au 
point x, et entourant le point « ou bien tout autre contour équivalent. 
Je supposerai, en outre, que le point y, est extérieur au contour d’in- 
tégration et que /(«) est holomorphe. 

Le produit f(«) (a — y,) Ÿ sera lui-même, dans cette hypothèse, une 
fonction holomorphe, et nous poserons 


Fee mt = UP uae 
L’équation (51) peut alors s’écrire 


(52) T(B) f _Y(a) 


TU «(a — x}? ne 


En adoptant la notation des dérivées à indices quelconques, cette 


wee te St 
Ait eres 
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relation devient 


ea ee 


Nous sommes donc conduit à poser 


. ou bien 


(53) pla) = PO) fee (8 a8 ds 


la nouvelle intégrale est relative à un lacet partant de x, et entourant 
le point «. Il y a lieu de vérifier si la fonction (x), définie par la for- 
mule précédente, satisfait bien à la relation (52). 

Nous devrons remplacer la fonction par sa valeur; mais, comme dans 
l’équation (53) le contour d’intégration varie avec a, nous le rempla- 
cerons par un contour fixe équivalent qui soit le méme pour toutes 
les valeurs que doit prendre le paramètre dans la formule (52). 

On obtiendra un pareil contour C, en décrivant une courbe fermée 
simple partant de x, et entourant le lacet 2) ou le contour équiva- 
lent C. . 

L'intégrale de l’équation (52) devient 


(54) I= r(B) ACHP) fa at da f 9(e) (6 5 ae, 
Cc CG; 


2TL 2TL 


Les deux chemins C et C, ayant des longueurs finies, nous pouvons 
intervertir l’ordre des intégrations. 

Intégrons d’abord par rapport à «. 

L'intégrale à calculer est la suivante 


eee eo 


Le point z est extérieur et le point x intérieur au contour fermé C 
qui part de æ, et y revient après avoir entouré une seule fois le point 
critique x. Nous le supposons décrit dans le sens positif. 
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La valeur de l’intégrale est donc 


1. (a—x)'-B e-27B_1  2isinrf (FS) I 
LD (tm) POI D'OR 


En portant cette valeur dans l’équation (54), nous avons 


T(B) T(2— 8) 2isinrf -B dt 
Po (FE =) t— 2? 
ou enfin 


2Ti.2TL Ni Ds 
re t=P" dt 
(55) 1= a f ote (FE) a. 

Le point 4 — x, est situé sur le contour d'intégration; par consé- 
quent l'intégrale I n’a de sens que si la partie réelle de $ est positive, 
à moins que le point x, ne soit, pour la fonction 9(z), un zéro d’un 
ordre suffisant de multiplicité. Mais si l'intégrale a un sens, elle est 
égale à (x), puisque le point æ est intérieur au contour d'intégration 
et que o (2) est holomorphe. 

Ainsi, quand on a 8 > o, il existe toujours une fonction holomorphe 
J(«) telle que, pour y — y», l'intégrale Z, soit égale à une fonction 
holomorphe donnée 9(x); la valeur de /(«) se déduit immédiatement 
de celle de la fonction Ÿ. On a donc 


1— 6 k 
f( — = o)P t)(é— B—2 de, 
a (a =f 90) ( a) 


—AnsinrB 


Remplacons /(«) par cette expression dans la formule (51); l’inté- 
grale Z, devient 


pese Ja er G3) as [ 9(t) (t—a)P*de, 


ou biei® en intervertissant l’ordre des intégrations, 


56 Phe ee Le t—a\B/a—y\8 da 
aie 2 Trans J 0 dt f (2) a—y/] (t— ax) 


L'intégrale 
[EE B da 
eee 
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est une solution particulière de l’équation E(B, 8’) dépendant du 
paramètre £ et se réduisant, pour y — y,, à 


OU fe Ne 
= ( ) 2isinrf. 


TXT — Lo 


Représentons-la par Z(x, y, t, Yo). La solution, qui est égale à o(a) 
pour y = yo, est représentée par l’intégrale définie 


(57) Dane or t, yo) dt. 


Quand $8 est un nombre entier, les formules que nous venons d’éta- 
blir deviennent illusoires, mais la méthode subsiste. Nous étudierons 
plus loin ce cas simple. 


45. Si l’on suppose la partie réelle de 8 négative ou nulle, les ré- 
sultats paraissent tout d’abord perdre une partie de leur généralité, 
puisque l’expression trouvée pour f(x) n’a plus de sens que lorsque le 
point +, est pour la fonction o(x) un zéro d’un ordre suffisant de mul- 
tiplicité. Il ne résulte pas de là qu’on ne pourra trouver une fonction 
J(a) et des contours d'intégration de manière à satisfaire aux con- 
ditions aux limites comme dans le cas précédent, mais seulement que 
f(a) ne sera pas holomorphe. La méthode que nous venons de suivre 
sera encore applicable avec quelques modifications que nous allons 
indiquer. Soit z un nombre entier supérieur à la partie réelle de — 6. 
Toute fonction g(a), holomorphe dans la région considérée, peut être 
mise sous la forme 


(TIR ae) Eee Laser Hi) 1 + (æ—xo)"pi(x). 


La formule (55) aura un sens quand on y remplacera o(x) par le 
dernier terme de cette expression. Il suffit donc de chercher la modi- 
fication à laquelle donnent lieu les premiers. L'intégrale 


Jta—æ) (a — x)bP-' da, 


relative à un lacet ayant son entrée en x et entourant le point x9, est 
égale à 
eel (Piet) 


ee (CES La) 
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quand on détermine convenablement la valeur initiale de la fonction 
intégrée. Ce résultat nous donne immédiatement les premiers termes 
de la fonction (x), et même les termes quelconques. 


Considérons dans l'équation (51) le symbole { comme relatif à une 


intégration en quelque sorte indéfinie effectuée sur un contour fermé 
arbitraire, ou même sur plusieurs contours différents. L'expression Z, 
représentera alors, dans toute sa généralité, une demi-solution du 
problème susceptible de prendre pour y = y, des valeurs données en 
fonction de a. Le second terme de l’intégrale (50) jouissant évidem- 
ment des mêmes propriétés, la formule considérée donne l'intégrale 
générale de l’équation d’Euler et de Poisson. | 

On pourrait varier d’une infinité de manières les contours d’inté- 
gration et les fonctions arbitraires de façon à obtenir des intégrales 
possédant un nombre quelconque de caractéristiques singulières. 


46. Au lieu de déduire directement l'intégrale générale de la solu- 
tion particulière considérée, on peut chercher d’abord une intégrale 
principale holomorphe ne s’annulant pas sur la caractéristique para- 
métrique. La méthode générale est ici applicable. Soit (x,) un point 
intérieur au contour d'intégration et f(x) une fonction holomorphe; 
l'intégrale 


(58) a= oa f £02) ( 222) enr 


To 


prend, pour &æ = x,, la valeur suivante 
S (20) (@o— ¥)-*, 


qui est une solution de l’équation dérivée. Done =, est une intégrale 
principale. On peut lui donner différentes formes en variant la fonc- 
tion f(a). 

Cherchons la condition pour qu’il existe une intégrale principale 
entière et de degré n par rapport A æ,—x; c’est en même temps la 
condition pour que la première substitution de Laplace conduise à 
une suite limitée. Dans ce cas, toute intégrale principale de la 
forme (58), considérée comme fonction de y, satisfera à une équation 


teed ravis Cle Va 
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linéaire d'ordre n +1, à coefficients indépendants de x,, 
dr+1 3 d's 
ri Di dy" alrite po Os 


En exprimant cette propriété nous avons 


o= fp) (ZE2) ap ere Epargne (B+ a) 
+ Ai (a —y) +A (a—y)?+...], 


les coefficients A,, A, ... ne dépendant que de x et de y. 

L'intégrale doit s’annuler quelle que soit la fonction holomorphe 
f(x) et quel que soit le contour d’intégration, pourvu qu’il renferme 
les deux points x et æ,, mais non le point y. Pour cela, il faut et il 
suffit que la fonction soumise à l’intégration soit holomorphe en «. 

Le degré du point critique a, est $ — 1; cet exposant devra donc 
être entier et positif, ou bien le point critique devra disparaitre. 
D'où deux cas à distinguer : 

1° 6 entier et ir soit par eerie 6 = m-+ 1; nous pourrons 
alors déterminer les coefficients A,, A,, ... de la Leable at de ma- 
nière qu’elle se réduise à 

B'(B+1)...(8 40) ED 

Il n'ya plus aucun point critique dans le domaine limité par le con- 
tour; donc l'intégrale est nulle. 

° 8 quelconque. Le point critique «, doit disparaître, et comme 
la parenthèse est indépendante de x,, elle devra être nulle quel que 
soit a, ce qui exige les relations 


Er) (Pr) 0; (Ag tA Se ee ol 


Donc #’ sera un entier négatif, inférieur ou égal à n. 

Réciproquement, quand l’une des conditions précédentes est vé- 
rifiée, l’équation proposée donne lieu à une suite limitée par l’appli- 
cation de la première substitution de Laplace. 

Ces résultats sont faciles à déduire de la forme des invariants suc- 
cessifs ou du développement en série des intégrales principales; mais 
j'ai pensé qu’il était intéressant de les établir directement comme ap- 
plication des théories générales exposées précédemment. 


Lu a 
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47. Étudions quelques intégrales principales particulières. Soit 
d’abord 


I a—x 
(59) ati (ES) PER s 


Nous ramènerons 3, à la forme ordinaire des fonctions hypergéo- 
métriques en posant 


a—x——0Û0(x— x), 
Lx—x 

gd a 

KA 


0 désignant la nouvelle variable d'intégration. 
La solution z, devient, à un facteur constant pres, 


æ)P 
tete (9-8 (1 —0)8-1(1— uy-8'd8, 
l'intégrale étant prise le long d’un contour enfermant les deux points 
critiques o et 1; nous prendrons, par exemple, un lacet ayant son 
entrée en l’un de ces points et dont le cercle entoure l’autre. 

D'après cela nous pourrons écrire, en négligeant encore un facteur 
constant et en désignant par F la série hypergéométrique de Gauss : 


= (y—2)-# (B41, 1, LÉ). 
On déduit de là immédiatement la condition trouvée plus haut pour 
que le développement soit limité. 
On peut aussi retrouver directement, par le développement en série, 
l'intégrale que nous venons d'obtenir. 
Considérons la solution 


=) (ay), 


que nous désignerons par la notation s-*. Développons le second fac- 
teur («— y)", suivant les puissances de « — a. Ona 


(a— y) = (2 y) 8 E + pr Fate He aan +]. 


La méthode indiquée au n° 41 nous donne immédiatement le dé- 
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veloppement de l’intégrale principale sous la forme 


Pt ee ee Ce ee ea). 


1.1 y—x 122 bro (ec) 


Donc 


(Go) += (@—y)-# F(1—6, 61, 2€). 


x 


Déterminons maintenant l’intégrale doublement principale de 
M. Darboux. Quand on y fait x — x,, elle est égale a (ES ie et 
On 0 


: — «x \-8 : 
pour y — y, elle devient (2) - Nous sommes conduit à déter- 
O0 


miner la fonction f(x) dans l'expression suivante 


2TL 


= f Saw 0-8 (y — a) Pde 


par ces conditions’ aux limites. Prenons pour chemin d'intégration 
un contour fermé renfermant les deux points æ et a, l’origine étant 
infiniment voisine de x. Les résultats du n° 44 nous donnent immé- 
diatement la détermination de f(x). On aura donc, en désignant l’in- 
tesrale cherchée par z (x, y,x,, y.) : 


a nai Den) AN a Tor Ta) dx 
(2,209) = 7 [EE (TZ) CRE CERN 


Les points y et y, sont supposés extérieurs au contour d'intégration. 
Cette intégrale est évidemment principale par rapport à æ; elle l’est 
aussi par rapport à y d’après la détermination de la fonction f (x). 
Vérifions directement ce dernier résultat. L'intégrale de la fonction 


(=) (E)" Yor To 

a— a) \a—n) (a—æ)(a—m) 

relative à un cercle de rayon infini, est nulle. La fonction est d’ailleurs 
uniforme à l’extérieur de tout contour simple renfermant les quatre 
points critiques. D'où l’on déduit que l’intégrale, prise dans le sens 


positif le long d’un contour fermé relatif aux deux points x et æ,, est 
égale à l'intégrale prise dans le sens négatif le long d’un second con- 
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tour ayant la méme origine et entourant les deux points y et yo. La 
conclusion s’en déduit immédiatement. 

Nous allons mettre la fonction z(x,y, æ, ,) sous la forme ordi- 
naire des fonctions hypergéométriques. Effectuons une transformation 


homographique 
_lt+m 


— 2 
é+n 


choisie de manière à faire correspondre aux points critiques 2, @, Yo 
du plan des «, les points 0, 1, «du plan des ¢; il faudra prendre 


— x Yo —Z 
0 mr 
Lu, m= 277, RES 

LT — Lo TL — Lo 


L'intégrale devient 
(yo — %o)B+P (a — yo) 8 (y — 20) À = ft — t)-8 (1 — at) dt, 


en posant 


oe (Y — Yo) (Z — 2) 
(Y —Lo)(Z — Yo) 
Nous avons donc 


(61) 3(2, y, Xo, Vo) =(Yo— Lo) B+F' (yo — v)-B(y — By) F(B, B', 1, a). 


C’est le résultat obtenu par M. Darboux, sauf le changement de x 
et y en a, et y, et inversement. 

La connaissance de cette intégrale permet de représenter par des 
intégrales définies toute solution définie par des valeurs initiales don- 
nées, soit sur des caractéristiques, soit sur une autre courbe. 


48. Étudions maintenant d'autres intégrales qui permettent de 
représenter les solutions par des développements en séries. Soit 
PL (+, y) l'intégrale qui se réduit, pour y = y,, à 


mht ln u 
Masui eae 
et qui est en outre de la forme 


(7 — 2)Pul(a, y), 


u désignant une fonction holomorphe. 
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Ces intégrales sont encore représentées par l’expression 
Ja 2yP(a— 798 aa, 


où l’on détermine convenablement la fonction /(«) d’après la méthode 
du n° 44; on trouve, en supposant la partie réelle de 8 + u positive 


—: T 
ET pres (a mo) (ae — pa)? 
4 On a, par conséquent 
4 = If) Cie NR ote 4) ae 
: ments) (er) mana 
à 
4 La transformation homographique, dont nous avons fait usage pour 
: oid shall 
Æ l'intégrale doublement principale, ramène la fonction 9, à la forme des 
; intégrales hypergéométriques. 
4 Posons 
7 pee rey To) 
& CY —-By)( 2 — Yo) 
a __ &— 2, 
z L’expression précédente devient 
3 : Ae aif ee LP) 
d (2 — DEEE — yo) PAGE — are)M ry yy Hersh ELE) 
x [Bb (1 — £)-8 (1 — LE) Pr — en) de 
. d’où enfin 
> ? =A, I 7 
: (62) 29u= (Ly— J) P+ B+H (a — y) 8x — x) (x — TB HAE F(B+u,B',p+i,u+r,Ë,n). 


F(a, B, 8’, y, & n) désigne ici la série hypergéométrique à deux va- 
riables de M. Appell, du moins dans les régions où elle est conver- 


gente, 


: (a, m + n) (8, m)(B'n)., n 
F(a; Paps} & n= (y m+n)m!n! $ ver 


en posant, pour abréger 


(ann Vea a --1)...(¢ Em—Tr), CO). 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. — Ocrosre 1805. 39 


NOVALIS 1 


un Lt 


de® Lé 
™* 
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Il existe une seconde série d’intégrales analogues aux précédentes, et 
qui s’en déduisent en permutant simplement les variables et les expo- 
sants correspondants. Nous les désignerons par le symbole by. Enfin 
l'intégrale qui se réduit à l’unité sur deux caractéristiques est con- 
stamment égale à 1. Toute solution holomorphe de l’équation d’Euler 
et de Poisson est développable en une double série de fonctions + et Y 
à indices entiers et positifs. 

Considérons encore les intégrales suivantes qui donnent également 
lieu à un développement en série des solutions générales. 

Soit 


Sy A f(x == a)-B( a — y) (a se Zo)P +H da, 


A désignant un facteur constant. Cette intégrale s'exprime encore à 
l’aide de fonctions hypergéométriques, et l’on a, en déterminant conve- 
nablement la constante A, 
rs T — TL 
y= (e— wo (ae 7) F (6), + wrt PR), 
ee 
pourvuLqwer we soit pas un entier négatif. 
L'intégrale 


[r@ (£ = AC — y)-B'da, 


a — Ly 


où la fonction /(x) est développable suivant les puissances entières ou 
non de «a — x,, peut être représentée par une série convergente de 
à . L2 
fonctions z,. 

Dans tout ce qui précède le point æ, est supposé intérieur au con- 
tour d'intégration ou sur le contour même. 


A UT . . omy . ony 

49. Ktudions maintenant d’une manière plus particulière le cas où 
; 
l’un des nombres 8 ou 8’ est entier. 

1° Supposons que ÿ soit un entier positif, 8 = n +1. 

L'intégrale 


(a was D) 


pese 


vx 


TEA 


| 
| 
7 
a 
3 
; 
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se met immédiatement sous la forme 


dr : 
a (X(#—y)-], 


X désignant une fonction arbitraire de æ. 


Si en même temps @’ est aussi un entier positif m -+ 1, l'expression 
devient, à un facteur près, 


intr xX 
0x" dy" By. 


Le second terme de la formule (50) est évidemment susceptible 
d’une représentation analogue 


dr+r Y 
Ox" dy" x ay 


Donc l’intégrale générale se met alors sous la forme simple sui- 


vante 
Qi+r X le Y 


Bae ay 


Avec la signification ordinaire des dérivées cette forme n’est appli- 
cable que lorsque les nombres $ et 8’ sont entiers et positifs; mais en 
introduisant la notation des dérivées a indices quelconques on peut la 
regarder comme générale, et l’on a 


ur OP xX —Y 
~~ dx8-1 dy8—4 wy 


Z 


2° Supposons que §’ soit entier et négatif ou nul; B’=— xn. Les 
chemins d’intégration décrits autour du point y devront être remplacés 
par des chemins dont l’une des limites soit en y. Cela posé, considérons 
l'intégrale 


L= f(a— y (ae) 8 f(a) da. 


Soit V une fonction de « et de x définie par l'équation 


ones = f(a)(o— x) 8. 


dart 


ieee 
” 
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Nous prendrons par exemple 
v= a f(t)(¢—#)-B(a — t)" dt. 


L’intégrale Z, s'exprime en fonction linéaire de V(a, 2) et de ses 
dérivées jusqu’à l'ordre xn, et l’on voit que V est une fonction arbitraire 
de a. Il est facile d’avoir l’expression, sous forme de dérivée, de cette 
solution, soit directement, soit en partant de l’intégrale principale dé- 
finie par la formule (60), qui devient ici 


> A re a B—1 RA—=TL (B—1)(B—2) n(n—1) (a— a)? 
He Soe [+ Oot + 125 123 eat. |: 


On en déduit immédiatement que Z, sera de la forme suivante 


n d"X n(B—1)ad"'!X  n(n—1) (8 —1)(8 —2) d?-*X 
(z—y) E= 1 w—y dx"! 5 on ap Ta +...|, 


ce qui peut s’écrire enfin 


Dy =(2—y)"(e—y)'- 822 [X(@—y)P], 


Si 8 est lui-même un entier négatif, — m, ona 


x as } 0 m x 


(ayy wy = mi Oy By 


et, par suite, à un facteur pres 


ET CES LE ee 
dx" dy" Te y 
L'intégrale générale est donc 


Qintn X = Y 


Ox" dy" x—y 


Z — (æ ey ) TRE 


En généralisant cette expression par les dérivées à indices quel- 
conques on peut encore représenter l'intégrale par la formule suivante, 
quels que soient B et 8’, 


ZL= (x — y )1—8-$ - oe = X—Y = 
| 0x Pay 8 x — 7 


zz 
3 
‘ 

3 
4 
x 

à 
+ 
4 

: 

4 
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Ce 


50. Etudions enfin quelques nouvelles formes d’intégrales que l'on 
obtient en prenant un contour d’intégration renfermant a la fois les 
deux points critiques a ety. Nous les représenterons par 


A SI (a)(a — x)-B(a — y)-B da. 
Cy 


En déduisant une intégrale particulière, nous pourrons supposer 


que le contour d'intégration a pour origine un point infiniment voisin 


de x (ou le point æ lui-même, quand la partie réelle de — 8 est supé- 
rieure à — 1). 
Considérons l'intégrale 


‘i (a — x)-B(a — y)-B' (a — u)B+8'+1-2 da, 
Corn 


le point wu étant supposé extérieur au contour d’intégration. 

Cette expression se ramène encore aux fonctions hypergéométriques ; 
mais le résultat se simplifie quand on a y = o. L’intégrale devient 
alors de la forme 


Z,(2, y, 4) = A(w —u)P(y — u(y — hf, 


où l’on désigne par A un facteur constant. La solution ainsi obtenue 
dépend d’un nouveau paramètre w; elle admet les deux caractéristiques 
singulières mobiles x =u, y=w qui se coupent sur le lieu des points 
critiques propres. On pourrait aussi en déduire toutes les intégrales 
de l’équation proposée. 
A l’aide des deux intégrales 
2(2,7,a)= (a —æ)Ê(a — y) Ÿ 
et 
(ma) (y— @)' BB oe — jt (y — «Pt, 


M. Appell a représenté pour la première fois l'intégrale générale de 
l'équation d’Euler et de Poisson dans le cas où B et 8 sont quel- 
conques. La formule de M. Appell devient, avec les notations ci- 


dessus, 


(63) ET AOC CESR p(a)z1(æ, y, a) da. 
xray TH, 
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51. L’équation d’Euler et de Poisson est un cas particulier de la 
suivante, trouvée au n° 42, |: 


Dr. Wy) CERTA 


Ox Oy x—y0æ “x—y oy 


(64) 


Celle-ci admet également une intégrale particulière dépendant d’un 
paramètre et agate au produit d’une fonction de y par une Mes 


de x 
Q(x) az ŸYyidy 


3(2, Ravel are Res 


De cette solution particulière on peut déduire une intégrale qui 
s'exprime au moyen de deux fonctions arbitraires, 


(65) 2= f f(x) 2(@s y, a) da + f (2) (7, à) de 


La première intégration est relative au point æ, et la seconde au 
point y. 

En particulier, le calcul des intégrales principales se fait tres sim- 
plement. Définissons d’abord les intégrales qui figurent en exposants 


PONT PO 


X — TL (CR 


Nous évaluerons la première à partir d’une limite inférieure x, et 
le long d’un chemin déterminé æ,æ. De même, la seconde sera éva- 
luée le long d’un chemin y,y. Considérons maintenant un contour 
fermé simple ne coupant aucune de ces lignes, mais renfermant les 
deux points critiques x, et x, le chemin y,y étant complètement exté- 
rieur. Soit, d’autre part, f(x) une fonction holomorphe dans l'aire 
limitée par ce contour. L'intégrale 


* (2) ie vi) 
dae —— dy 
. TR de lente 
(68) be= nf fe ee a ® SE 


X — Lo 


évaluée le long du chemin que nous venons de définir, est une inté- 
grale principale admettant la caractéristique paramétrique æ = x). 
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Ce résultat rentre encore dans la méthode générale que nous avons 
indiquée. 
L'intégrale doublement principale de Riemann est représentée par 


l'expression 
oe (or) ne vy) 
dx + dy 
5 Ree 4 = ET da 
(67) 5( 2,7, Zo, ea J se ee eae (%o— Yo) 
7) 5(2,Y) Loy Yo) aes e Te 


le contour d'intégration étant toujours le même. Ce résultat se vérifie 
comme dans le cas de l’équation d’Euler. Traçons dans le plan des « 
deux contours fermés simples de même origine, le premier renfermant 
la ligne x,æ et le second la ligne y, y, les aires de ces deux contours 
n’empiétant pas l’un sur l’autre. La fonction de « 


x 7: DT 

(7) (y) 
ue - tee fo a sie Sp ee ale Vee 
a Te Yo S Ce a Ad 


(% — %)(a— Yo) 


ee ee en ee ee Pk a 


est holomorphe dans toute région du plan completement extérieure 
3 aux contours considérés et, de plus, l'intégrale de cette fonction, éva- 
luée suivant la circonférence d’un cercle de rayon infini, est nulle. Le 
raisonnement du n° 47 est donc applicable, et nous pouvons consi- 
* dérer l'équation (64) comme complètement intégrée. 


52. Cherchons la condition nécessaire et suffisante pour qu'elle 
soit intégrable par la méthode de Laplace. 
3 Si la premiere substitution donne une suite limitée au bout de z opé- 
| rations, toute intégrale principale par rapport ax, z(æ, y, x,), regardée 
comme fonction de y, vérifiera une équation linéaire d'ordre z + 1 à 
coefficients indépendants de x). En raisonnant comme pour l'équation 
d’Euler, nous trouvons qu’il existe une intégrale principale à dévelop- 
, pement limité, quand l’une des expressions 


Ga) 1, (y) 


est un entier positif ou nul. 
| Considérons successivement ces deux cas. 
- 1° Soit o(x) =m +1; le premier terme de la formule (65) donne 


UT ca de À 1! 
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une intégrale de la forme 
an | «| 
Fr Xe : 


où X désigne une fonction arbitraire de æ. 
2° Supposons Y(y)= — ». L'intégrale relative à x dans la for- 
mule (bo) devient 


P(x) dx 


(68) fo-are * (ads. 
Soit 


(x) dr 
X(g)= f slayer 7 da. 
L’intégrale (68) peut s’écrire 


n(n— 


Ga X(9) + (ya X(g— 1) + OX (92) ++ X (gr). 


1.2 
D'autre part ona 

d 

Ae oP) =o X(9 +3) 


et, par conséquent, 

a X == ) X 2 

Ts el? — m= (9 — 2) X(9 —n +1), 

ax Se X(¢ 

ie CRIE (9-—n-+-1)+(9—n)(9 —n+1)X(9—n+22), 


d a2 : pak 
agi X(9 — 0) = TEX (9 —n +1) + 2(9— 2) +(Q—n +) DE X(9— +2) 


+(9—n)(9—n+1)(9—n+2)X(9—n+3), 


ne) ere vla BIO ee aus Elias eat ew wey aye se LS a) DL ne ee ve rue 


On voit que toutes les fonctions X(¢ — 1), où l'indice z est égal ou 
inférieur à nr, s'expriment linéairement à l’aide des dérivées de la 
fonction arbitraire X(9 — n):il en est done de même de l'intégrale 
considérée, ce qui montre que l’équation est encore dans ce cas inté 
grable par la méthode de Laplace. 


La considération des invariants successifs conduit sans peine au 
même résultat. 


o> : i = 
a 
<r il : , ji r ; 
SUR LES INTEGRALES DES EQUATIONS LINEAIRES, ETC. 313 


53. L’équation (64) est intéressante parce qu’on peut y ramener 


toutes les équations qui admettent trois intégrales distinctes de la 
forme 


XY, 


sauf quelques cas simples exceptionnels. 
En effet, supposons que l’équation 


07 z Oz 


Oz 
Oxdy |? + D + ¢z=0 


Ox oy 

_ait trois solutions de cette forme. En prenant comme fonction inconnue 
le rapport de z à l’une d’entre elles on fera disparaître le dernier terme 
_ de l’équation; nous pourrons donc nous borner à considérer les équa- 

tions où z figure seulement par ses dérivées et qui admettent deux 


solutions 
Ce 


En exprimant que ces solutions vérifient l’équation 


Beery as 5" 
Ox dy Ox oy 


on calcule a et 6. On trouve pour ces coefficients des valeurs de la 
forme suivante 


U4 g "4 
SS SSS SSS eS . 
Uy Va — Vi Ug V5 Ua 


ted nt a Uy : 
ey Pa — Vila ® ar Us 
Varn ey 


en désignant par uw, et u, des fonctions de x, par 9, et 9, des fonctions 
dey. | ==) 
Prenons comme nouvelles variables indépendantes 


v 
E—, n=— 


2 uy = V4 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. — Ocrosre 1895. 4o 
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et posons 
I 


~=98), = 4(n), 


Vv 


nous trouvons enfin la forme (64) 


as b(n) ds __ 9(s) A: 


don End  E—ndn 


Nos calculs seraient en défaut au cas où l’une des quantités par les- 
quelles on a divisé serait nulle, ou bien encore au cas où l’un des rap- 
ports 


serait égal à une constante. 
Nous avons déjà trouvé ce résultat en cherchant les solutions de l'é- 
quation (B), du n° 42, qui sont de la forme XY. 


54. Le résultat obtenu au n° 52, pour les équations de la forme (64) 
intégrables par la méthode de Laplace, peut être facilement géné- 
ralisé. 

Considérons une équation linéaire n'ayant pas de terme en 3 

0*s Os Os 
6 a t= 1 OSG 
(69) dx dy Ox oy ; 
à coefficients uniformes. Supposons que a, regardé comme fonction 
de y, admette une ligne de poles représentée par une équation ana- 
lytique 
Gi 2,79) 9; 


Soit y= 4%(x) une valeur de y satisfaisant à cette équation, uni- 
forme dans un domaine suffisamment restreint; nous pourrons alors 
écrire 

Ay Ay Ap-1 


o> Ty= tale À Dan Tyg Ol 


Ay, A,, ..., Ap, désignant des fonctions de x seul, que je suppose 
uniformes et continues dans le méme domaine, et o(x, y) désignant 
une fonction holomorphe de x et de y. 


——a MR - 


27 
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Dans la même hypothèse, le coefficient b, regardé comme fonction 
de x, se mettra sous la forme 


Bo" B,6! De 


les coefficients B,, B,, . .. dépendant de y seul. 

Cherchons les iyarnte h eth, dans lesquels nous tiendrons compte 
seulement des termes du plus bas degré en y — 9. 

Nous aurons 


A, A, By 
rasp ee ft 0 Do , 
(70) IT 
— qBo0 Ay Bo G! 


TO À (y ber 
L’invariant À, se calculera par la formule bien connue (') 


0? logh 
Ox Oy 


ee 


Nous distinguerons différents cas : 
1° Soient bond tet g>1. — Le terme du site bas degré en 


A, B,0' 
—— "5 Il est le même dans tous les invariants. 
Genre 
Donc l’équation ne sera pas intégrable par la méthode de Laplace. 

2 p=1, g> 1. — Le terme du plus bas degré de l’invariant ha 
pour coefficient A,B,. Dans les invariants suivants on retrouve le 


méme terme avec les coefficients 


y — 9 est égal a 


(Ap+ 9)Bo, (Ao+29)Bo :.., (Aco+7q)Bo; 


pour que la premiere suite puisse étre limitée, il faut donc que A, soit 
_un entier négatif multiple de g. 

3° q=1, p>1. — Le coefficient du terme du moindre degré de & 
est encore A,B,. Le terme analogue des invariants suivants s'obtient 
en changeant B, successivement en 


Beep, BED. Bo + np. 


(1) DargBoux, t. II, p. 28. 
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Cette suite ne pourra donc se limiter que si B, est un entier négatif 
multiple de p. 
4° g =p =1. — Les coefficients des termes du moindre degré for- 


ment la suite 
A,(Bo+1), (Ao+1)(Bo+2), ---» (Ao+2—1)(B)+2); 


pour qu’elle soit limitée, il faut que l’un des nombres Aj, B, soit un 
entier négatif, ou que l’on ait A, = 0. 

5° p>1, g — 0 ou bien g >1, p=o. — La suite ne peut pas se 
limiter. 

La seconde substitution de Laplace nous donnerait des résultats 
identiques, sauf le changement des nombres négatifs en nombres 
positifs. 

De ce calcul, il résulte que, lorsqu’une équation de la forme (69) 
est intégrable par la méthode de Laplace, l’une des équations dérivées 
a son intégrale régulière au voisinage d’une courbe critique propre 
quelconque, et que la racine correspondante de l’équation détermi- 
nante est entière. 

On voit l’analogie qui existe entre les équations intégrables sous 
forme finie et les équations différentielles linéaires ordinaires dont les 
intégrales sont rationnelles. 


NOUVELLE DEMONSTRATION 


+2 ( DU 


à  THÉORÈME DE DALEMBERT. 


Par M. WEIERSTRASS. 


a. EXPOSITION FRANCAISE, 
Par M. C. BOURLET, 


D DOCTEUR ES SCIENCES. 
SSO SS 
4 
a Le théorème de Dalembert, qui est un des théorèmes fondamentaux 


4 de la théorie des équations algébriques entières, a été maintes fois 
démontré d’une façon absolument rigoureuse. La plupart des démon- 
strations prouvent l’existence d’une racine pour une équation entière 
sans donner le procédé du Calcul numérique de cette racine et beau- 
coup d’entre elles font appel au Calcul intégral. Il était du plus haut 
intérêt de posséder une démonstration de ce théorème ne s'appuyant 
que sur l'emploi des séries entières et donnant, en même temps, un 
procédé de calcul numérique des racines. 

En septembre 1891, M. Méray a publié, dans le Bulletin des Sciences 
mathématiques et astronomiques, une démonstration basée sur ces prin- 
cipes. Deux mois après, M. Weierstrass communiquait à l’Académie 
des Sciences de Berlin une démonstration, toute différente, qui rem- 
plissait les mêmes conditions (‘).. Nous avons pensé rendre service 


(1) Neuer Beweis des Satzes, dass jede rationale Function.... K. Weierstrass (Sit- 
zungsberichte der K. P. Akad. d. Wiss. zu Berlin, 17 déc. 1891). 


318 C. BOURLET. 


aux mathématiciens français en faisant une exposition française du 


Mémoire de M. Weierstrass. 

Nous n'avons pas fait une traduction lttérale de ce travail. Pour 
dégager la partie essentielle de la démonstration, nous nous sommes 
permis d'en séparer deux lemmes que nous avons placés au début. 
Sauf cette légère modification de forme et quelques changements de 
détails, nous avons conservé le texte même du Mémoire presque en 
entier par crainte de lui enlever le cachet de parfaite rigueur que 
M. Weierstrass donne à tout ce qu'il fait. 


Lemme I. — Étant donnée une fonction entière f(x) 
f(#) Sx? + Cat t+ Car2+... + Ch, 


à coefficients réels ou complexes, st elle n'admet aucun diviseur commun 
avec sa dérivée première, c’est-à-dire st son discriminant est différent de 
zéro, on pourra déterminer un nombre positif h, tel que ceci ait aussi lieu 
pour toute fonction 9 (x) 


p(r)=2z'+ A xt IL A mt +...,+A,, 
telle que l’on ait 
|C,— A, | <A, |C,— As|< hy, aes |C,— An| < ho. 
Posons, en effet, 
C,—A,= mh, C,— A =, M OR 

et désignons par A(A,, A,,...,A,) le discriminant de o(a). On aura 

AA, Ay,..., An) = A(C;, Cy, ...,C,) — À Ay, ay «5, Ans Cy, Cas be Carts 
où expression hy, ts Gili FR ON désigne un polynome entier 
en h,, ..., h,, C,, ..., C,, c'est-à-dire une somme de termes dont 
chacun est un produit de puissances entières et positives de h,,..., A,, 


C,,...,C, par un nombre (positif, négatif ou complexe). Dans chacun 
de ces termes, remplaçons alors le coefficient par sa valeur absolue, 
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; ‘ 
l’expression thi, crass Oa pr ri C, | se transformera en un nouveau 


polynome que nous HéMSTÉTONS [Atel epee Hyp ees Cs .|. Dési- 
gnons ensuite par (Ce , C, r nombres positifs, tels que l’on ait 
RE AT CNE CO TC LE C,, 


et par A un nombre positif supérieur aux modules de toutes les quan- 


tités 2,, h,, ..., A,, on aura évidemment 


RE hy, sey has C,, C,, se On) | 4 is ..) hy Cs Crp duo TS Ch 


Mais [2, DS Cae Git que nous désignerons plus brieve- 
ment par [A], = une fonction entière de Aa At réels et post- 
tifs, sans terme indépendant de A: on pourra donc déterminer un 
nombre À, (positif) tel que, pour toutes les valeurs de 2 plus petites 
ou au “Whe égales a h,, [A] soit plus petite qu’un nombre donné à 
l’avance. Si ye on choisit A, de telle façon que pour 


h=hg 
on ait 
[A] 7 | A(C,, QU, Ch) |, 


on aura certainement 
[A(A:, À, HO) An) | = 9; 


le discriminant A(A,,...,A,) sera, pour les valeurs de h,, A,,..., An, 
telles que 

[ha <ho, CARTE LO IONS 
certainement différent de o. 


REMARQUE. — Étant donné un nombre positif quelconque A, plus petit 
que la valeur absolue de A(C,,..., C,), on pourra même toujours choisir 
h, de telle façon que l’on ait 


PACA AS) "AS 
chaque fois que 
: (ail <<, Pads | [An |< ho 


Remarquons, en effet, que, puisque [/] a tous ses coefficients posi- 
tifs, l'inégalité A< A, entraine l’inégalité de [A] <[A, ]. Soit, alors, 
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D° un nombre positif plus petit que le module de A(C,;2-.)G,) et 
plus grand que A,, choisissons 4, de façon que 


[ho]: D°— Ao, 


on aura 
| A(Aq, ve as Ap) o> Dia] 
pour toutes les valeurs pour lesquelles | 1 
| hy |< ho; a VAS 
par suite 


[A (Ai; ..., An) | > 4o+(D°— 4—(h}), 


et comme 
D°— A,— [fo ]Z09, 


on aura done 
IATA cee AR be A 


I. 


Lemme II. — Sozent 
fotx) = x” +> Co a-v 
f(z) = ar + Chor 


deux fonctions entières de x, de méme degré; soit = un paramètre arbi- 
traire; posons 


f(æ, 2) = (1— 3) fo(x) + 2 f(x); 


J(æ, 3), considérée comme fonction de x, a un discriminant D(s) qui 
est une fonction entière de 3. On peut determiner un nombre réel k et un 


nombre positif D° tels que, quel que soit le nombre réel t>1, D ( es Ti) 
FT ip 


sou différent de zéro et que, de plus, on ait 


(em) [> 


st les discriminants de f(a) et f, ( æ) ne sont pas nuls. 


Remarquons d’abord que D(z) n’est pas identiquement nul, car 
c'est une fonction entière de z différente de zéro pour s =o et s =r. 


ov 
“ 
“ 
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On peut donc assurer que D(z) ne s’annule que pour un nombre finz 
de valeurs de z. Posons 

I+ st 


ie a9 
à = St 


tets étant réels. A chaque valeur de z, sauf pour o et 1, correspond 
un couple de valeurs de s et ¢ et, par suite, il ne peut exister qu’un 
nombre fin de couples (s, ¢) pour lesquels 


I+ st 
D( : =a 
t+ Sl 
Donc, si l’on donne à s une valeur & ne figurant dans aucun de ces 


ais Tis 
é+ ki 


couples, D( 


) sera une fonction de ¢ qui ne s'annulera pour aucune 


valeur de t. 

L'existence du nombre & est donc établie; il reste à montrer com- 
ment on pourra déterminer une valeur telle que #, sans connaitre les 
valeurs pour lesquelles D(z) =o. Pour cela, mettons D(z) sous la 
forme 


D(z) = D (ap+ Bui)s"-4 (0 7), 
U. 


m élant le degré de D(z) et a, 6, des constantes réelles. 
On a alors 


I+ st I | 

= - m—p. Ue» 

b(5) sn (tut Bud) (1+ si) (€-+st)#; 
pe 


on peut donc poser 


(1) ) 


1+si\ _ G(é,s)+cH(6,s) 
L+si) (+ st)” 


où G(e,s) et H(¢,s) désignent des fonctions entières de z et de s à 
coefficients réels. On voit alors immédiatement que, si l’on donne à s 
1 + ki 
t+ ki 
où les deux fonctions G(é,£) et H(z, #) s'annulent semultanément pour 
une valeur finie de t [car G(t,4) + 1 H(i, 4) est une fonction entière 
de ¢ dans laquelle le coefficient de 2” est «,, + Bt = D(o), qui est dif- 
férent de zéro |. On en conclut que, si l’on forme le résultant des deux 
Ann. de l'Ée. Normale. 3° Série. Tome XII. — Ocronre 1895. At 


une valeur déterminée 4, D( ) ne peut s’annuler que dans le cas 
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équations 
(2) G(t,s)=0, H(¢,s)=0, 


obtenu en éliminant ¢, qui est une fonction entière R(s) à coefficients 
réels, il suffira de prendre pour k un nombre réel tel que R(k) soit diffé- 
rent de zéro, ce qui sera possible pourvu que R(s) ne soit pas identi- 
quement nul. | 

Il est, d’ailleurs, facile de voir que R(s) n'est pas identiquement 
nul. Ceci ne pourrait arriver, en effet, que si les coefficients de £”* dans 
G(t,s) et H(z,s) étaient tous les deux nuls ou si ces deux fonctions 
avaient un diviseur commun en #, quel que soit s. Or, le coefficient 
de v” dans G(t,s) + iH(4,s) est a, + 18h — D(o) qui est différent de 
zéro ; donc, les coefficients de z” dans G et H ne sont pas nuls tous les 
deux. 

D'autre part, si G(¢,s) et H(¢,s) avaient un diviseur commun en 4, 
quel que soit s, ce diviseur commun serait entier en s et 4, et il ne 
pourrait arriver que deux cas : 1° Ce diviseur est indépendant de s; 
dans ce cas, il devrait diviser les coefficients de toutes les puissances 
de s dans G et H; en particulier, les coefficients de s” qui sont deux 
constantes dont l’une au moins n’est pas nulle, car le coefficient de s” 
dans G(¢,s) +7H(¢,s) est” D(1) qui est différent de zéro. 2° Ce divi- 
seur dépend de s; ce serait alors un diviseur commun de G(é,s) et 
H(/,s) considérées comme fonctions de s. Or, G(#,s) et H(¢,s) ne 
peuvent pas avoir un diviseur commun en s, quel que soit ¢, car le 
résultant R,(¢) des équations (2), obtenu en éliminant s, n’est pas 
identiquement nul. On a, en effet, en faisant, dans la relation (1),4 = 7, 


G(1, s) +t H(1,s)=D(1) [1 + si]”, 


ce qui montre que G(1,s) et H(1,s) ne peuvent avoir un diviseur 
commun, à coefficients réels, puisque D(1) ~ 0. Done R,(r) est dif- 
férent de zéro, R,(¢) n’est pas identiquement nul, et il en est de 
méme de R(s). 

Cela étant, # ayant été choisi de façon que R(#) £0, formons, ce 
qui est toujours possible, deux fonctions entières de # et 4, à coeffi- 
cients réels, telles que l’on ait l'identité 


GC #) G(t, k) + H,(4, A) H (4, k) = "™—- RK) 


ee ES 


wa 
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et soient, par rapport à 2, de degré au plus égal à (m — 1). Posons 


— G(t,k) =c-™ o(t,k),  W(t,k) rm W(t, k), 
Gi, k) =2-** 6, (7, k), Hye) tt Ot, Kk). 


Si ¢ reste supérieur à 1, 7 restera compris entre o et r. On aura, 
d’ailleurs, 
94(t, k) o(t, k) she dir, k) v(t, k) = R(X), 


et, comme on a évidemment 


Loir, À) + bt(t, A) Te? (re, À) + W(x, k)] 
Zaire, À) (4,4) + a(t, k) dr, PP, 


on en conclut que 
D (1+ kt)t 
1+ ktt 
Choisissons alors un nombre K tel que pour toutes les valeurs de x, 
comprises entre o et 1, on ait 


2 R2(4) 
(1+ Ar) Copie, k) + Wir, &)] 


gi (tk) + dir, 4) <K; 


on aura, par suite, pour toutes les valeurs de 7, 
| D [S + re | 
1+ kti 


Désignons alors par D° un nombre positif tel que 


2 R?(k) 
G+Æ)K 


LR ES 
OO 0 AK 


pour toutes les valeurs de t comprises entre o et 1; on aura 


jp | Ser | > D, 
IR Are 
4 = c’est-à-dire que, pour toutes les valeurs de ¢ plus grandes que 1, on 
É | aura 
1° 
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IT. 


TuéorèME. — Étant donnée la Jonction entière 
f(æ)=ar+ Cr + Cart... + Cr, 


OÙ: Li, Gooey Ca @esterient 2 nombres, réels ou complexes, on peut 
trouver n nombres, réels ou complexes, æ,,æ:, . + +4 Ly, tels que l'on ait 
l'identité | 
J (2) =IL, (x — a) (v= Uae ae 

Remarquons, tout d’abord, qu’il suffit de démontrer le théorème 
dans le cas où f(a) n’a aucun diviseur commun avec sa dérivée pre- 
mière, c’est-à-dire dans le cas où son discriminant est différent de 
zéro. Nous savons, en effet, que, dans le cas où le discriminant de 
f(x) est nul, on peut, par de simples opérations algébriques, décom- 
poser f(a) en un produit de facteurs de même forme, mais pour cha- 
cun desquels le discriminant est différent de zéro. Si le théorème est 
vrai pour chacun des facteurs, il sera vrai pour leur produit f(x). 

Nous supposerons donc dans tout ce qui va suivre que le discrimi- 
nant A(C,, C,,..., C,) de f(a) soit différent de zéro. 

Désignons par 

CRI ce mn) CE ee 2) 


le coefficient de x"-" dans le développement de 
IL(æ2—x,)=(xz—x)(x—æ)...(x —x,). 


Pour démontrer la proposition, il suffira de prouver que, étant don- 
nées nr quantités quelconques C,, C,, ..., C,, il existe toujours un sys- 
teme de valeurs bien déterminées 2,, x,,..., x, vérifiant les nr éga- 
lités 

Crea, AE Vy SS Gey hat Pe ee 

Soient C,, C,, ..., C, 2 nombres positifs respectivement supérieurs 
aux modules de C,, C,, ..., C,. Déterminons deux nombres positifs À, 
et A, satisfaisant aux conditions du lemme I, c’est-à-dire en gardant 
les mémes notations, tels que 


(3) (HIS DA. 


a 
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Admetions d’abord qu’on puisse trouver 7 quantités a,, a,,.. .,-@q5 
telles que, si l’on pose 


pan Ge, An (= 12, es, I) 
on ait 
| Cy — Ay| << o, 
et satisfaisant, en outre, a d’autres conditions restrictives que nous 
définirons plus tard. On aura alors 


BASED ER = Ta, 7) 


et, par suite, pour toute valeur de x, 


a = A “ Ay (a + lie 
DL”. . | D av 2, | a |’ 
Choisissons un nombre positif « tel que 
‘ Ce i, 
(4) eae a 


on aura alors, pour toutes les valeurs de æ dont le module est plus 


grand ou égal a a, 
Ay rl 
see EU f2lao, 


Donc en posant 
£ = ]I = — xr Ay INE 
(2x) y(2— ay) =z D æ 


on en conclut que le module de o(x) 


a” | +> 2 


Bes sera différent de zéro pour toutes les valeurs de x dont le module est 
Es supérieur ou égal à «. Or, comme (x) s’annule pour + =a,, on en 


“2 conclut que | 
a |ay|<a _C=r, DU, 1) 


le(z) |= 


et, par suite, que 


gta < nar Y) (m9) (G+ hy) art, 


- 
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Posons encore 


6= nary (n—v) (G+ hy) 22", 


on a, comme on sait, 


A(A; Ass s+-5 Az) = 14 (47) (Y= te 2 ene tl 


Donc 
12,0 Il, 9’ (ay) 
(a) A kp ge ee 0 | 
et, par conséquent, 
I LR 


Ay 


g' (ay) 
Cela étant, posons 
Y(2)=S(e) — (2) = (G— Avan, 


Ten. J(a) _ Y(a), 
ne (a) g'(ay)’ 


et considérons les nm nombres 


a 
ay = ay + &y = ay— em (V7, a "en 
: Vv 


formons la fonction 

x)=1l — ty) = 20 Ay z"-%, 

91(@) = Iy(2— ai) = an +S Ayo 
Area(s ittny oo ies 
et cherchons une limite supérieure des modules des différences 
Cc, — As 
Pour cela, remarquons que 

SR ne a pen) d 
9) pi(æ) = (x ay N= 9e(2)—- by — À en be rs en es 

(NET RNA), (DNS RS Dit 


LÉ So, ..., Sn], désignant une fonction entière de E,,£,, ..., &, 


on en conclut 


7 NOUVELLE DEMONSTRATION DU THÉORÈME DE DALEMBERT, | 227) 


_ de degré y, et n’ayant pas de termes de degré inférieur à 2. De [à on 
_tire = 


(x) (ay) 


gi) Ey DE nn be — dy 9! (ay) +X Ue Eas Do Enlu et. 


Or, d’après la formule d’interpolation de Lagrange, 


g(x) pa) _.. 


; ‘ ARS VTC oO (a,) 7 
ona done 
Fee) — pul) = (Gy — Ai)2* = Clin Ey os Belt? 
CVS goes 521.72.) UF erm 2, 9,0 10: 


C,— A,=0, DEA, > Enlue 


Posons, pour abréger, 
A—A(A,, Ay, ..., A,)=Th o'( ay); 


de lidentité (5) on tire 


Ay [ee Es, ss crip 
=—Ao,(2)+Aq(a2)— ay 2224, 


(6) =, [( — a,) 9'(a,) + Y(ay)] + (x — ay) 9"(a,) 
ae + (@—a,)...(@— az) 9' (a2)... o' (an) b (a4) 
= eee de 0 Blind D DD br OS NS oO Sucre es 


il = (2 — &) PCR (2 — @n—1) 9'(&) CS 9! (@n—1) d(a,), 


qui nous prouve que les produits 
ATE, bo, QRCECET Endy 
eda apes a9 VG, )3 et si 


sont des fonctions entières dea,, a, 


nous posons 
AV espesat ey Ew | Gy vey fln3 Y(Q), ---» (an) tus 


nous en conclurons que les fonctions 
ces: =) Ans Y(%), «6, U(an) tu 
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sont des fonctions entières de a,, ..., a,, V(a,), ..., Y(a,) qui sont 
de degré p. par rapport à pa), thy DGA); TRUE Coney pas de 
termes de PRE Hate à 2 par eine: à ces quantités, puisque - 
fonctions [£,, £,, .., 6,4 sont de cette nature par rapport Ac 
ET eRe oe 
On a d’ailleurs 
; / 

(7). G—Ai=0, Cy Ap qa +s Gnd Y(&), ..., Y(an)fu 


(i Soe he es 


Soit alors à le plus grand des modules des quantités C, — Aj, ..., 


C, — A», on aura 
+ n—y' » YY n—-V's 
(a) =| (Gr — Ava v <> @ ; 


car 
layJ<a. 
Posons 


a n—v' +) — . 
=D 4 CROP EC We) 
on aura 
[h(a) |< dy. 
Désignons, enfin, par 


ICT Cr Cents re = Un) Île 
la fonction de a,, ..., a, Y(a,), ..., V(a,) qu’on déduit de 
{a tery An; (a), A €) (an) {us 


en remplaçant chaque coefficient négatif par sa valeur absolue, on 
aura évidemment 


Ifa, SRE NUE Se Yar)ul < |} a, PCE QUES dy {{u. 


Or, puisque la fonction a 5 Ga; (a), -..5 (a) n'a pas de 
terme de degré inférieur à 2 par rapport à va oa ROE? Vera 
pourra mettre à? en facteur dans {{a, ..., a; dy, .. he a et l'écrire 


sous la forme 
{| a, TS DE Ne lu O(a, y, À jp 


lav rie ae. a | CUCU CU 
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y we 
(4, oe Vu étant une fonction entière de a, y et à à coefficients nume- 
riques tous positifs. | 


Des égalités (7) on conclut, alors, 
: / x ! 3? ’ =) à 
C,— Ai =o, [Cu Aj, |< ele We rere Lae 


a Ces limites supérieures trouvées, déterminons une quantité posi- 
a tive d,, telle que l’on ait a da fois 


D 6) HD RC CRC MNT ER 0. 


Be: et supposons, en outre, que les quantités a,, ay, ..., a, soient telles que 
tous les modules des différences 


GA 2,0 Ce — A, 
= | soient plus petits que d,. Nous pourrons poser 
Or Ô Le ed), EN 
et, dans ces conditions, on aura 


= . 0?(a, y; due dia, y, Edo}u < €? dy Ay. 


De Si nous désignons, alors, par e’d, le plus grand des modules des diffé- 
= rences 7 | 
Cy— Ay, ..,, Cr—A,, 
on aura 
S Bee 

Zz La quantité ed, joue, par rapport aux nombres a, @,, ..., @,,, le 
E même rôle que ed, par rapport aux quantités a,, a,, ..., a,. Nous 
a pouvons donc énoncer les conclusions suivantes : 


d, étant un nombre positif satisfaisant aux conditions (8), s’il existe 
n quantités a,, Ay, ..., a, vérifiant les conditions 


(9) | Cy— (as, ae, LEE an)v| < do (CES 2, À) 


on pourra, de proche en proche, déduire de ce système d’autres sys- 
tèmes ’ : 
er ee Os Oe M Anita 
“2 7 Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. Novemsre 1899. 42 
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tel : 
els que pede 


WS = | ae 
: : (a, — ay) 


(OT EE 


ay = ay — f(a) (Rev), 


Il, (@y— ay) 


dents er ela) ut en ne a es helene 


et les quantités aÀ ainsi définies (v=1, 2,...,”;A=0, 1,2, oo 
ont toutes des valeurs finies. Si l'on pose, pour chaque valeur de A, 


A=(a, Gee st 3 0 (vou, Ss, een 


et si l’on désigne par ed, la plus grande des valeurs absolues des 


différences in 
Qed Aln rae, MCE 


ona 
E < e?, = EL et, 
en général, 
Nx e2h. 
Posons 
(x) = I(2 — a’), 


Yar) = f(w) — (#7) = By (Cy— Afar, 
ona, en appliquant les résultats précédents, 
| AC) | =| aCe) |< 75% d< y dés, 


car chacune des quantités a} est, comme les quantités a,, plus petite 
que « en valeur absolue. D’ailleurs, si l’on appelle A” le discriminant 
de (x), en vertu du lemme I, 


[AUS Ay, 
on aura aussi, comme précédemment, 


[pi (ai)|<B CRE eo a8 


et, par suite, aussi 
I 


9 (as) 


(An—1 
<P ; 


donc 


2) 


ACIDE 
0}( 4) A, 


<n 


x des pe : i 


_ … 
ae ; 
€- 
es = 
a 


we 


ae 
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Posons, enfin, 
co f op L 
ay=ay—> i 1) Gy see Det ne Lat rey 
x x 9), (@) 


Les quantités æ,, æ,, ..., æ, sont des quantités bien définies, car ce 
sont des sommes de séries convergentes. Chaque terme de l’une de 


ces séries est plus petit que le terme correspondant de la série 


D YB" do Lay 
À Ay i 
1 
qui est une progression géométrique décroissante, puisque 


(CN 


Mais, si nous désignons par 7 un nombre entier quelconque, on a 


ce qui montre qu'on peut choisir r suffisamment grand pour que les 
différences x, — a; soient plus petites qu’un nombre donné à l’avance. 
A’ étant une fonction entière de a{,..., a, on pourra done choisir r 
assez grand pour que les différences 


(241, Las COCA Ln}y— Ay 


soient plus petites qu’un nombre donné a l’avance; comme, d’ailleurs, 


il en est de même pour les différences 


a 


Cpr Uy AZ, 
on en conclut, comme 


| (41, 2, GE os) eee Cys (24, Lay 1 vy Ln)y— Ai + | AY —C, 5 
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que 
(Lis Los Ju La (V= Le RME 


c’est-à-dire que 
f(x) = (x — x). 


Le théorème est donc démontré si l’on peut trouver x quantités a,, 
a,, ..., a, Vérifiant les conditions (9); c’est ce qu'il nous reste à 
prouver. 

Pour cela, gardons les mêmes notations que dans le lemme II, et 


|. > 


désignons, pour abréger, par f(x; 7) la fonction fle, serge a 


Posons 
flenao+y Gam, 
v 
on aura 


— (1— 7) C$ + (14+ ki) Ch 


T 
C 1+ Ati 


2 
et on pourra, évidemment, déterminer x nombres C,, C,, ..., C, tels 
que, pour toutes les valeurs de + comprises entre o et 1, on ait 


CHIC RACE RO: 


Par suite, toujours avec les notations précédentes, on aura 


mess lee Cis ones GE LE 


lorsque 
[Al< A, ar [Aa fe 


De plus, D° étant le nombre déterminé dans le lemme II, si l’on choisit 
deux nombres A, et À, tels que 


A, + FA hae; 


et, si l’on désigne toujours par «, B, y, d, les mêmes quantités, on 
remarquera que ces quantités ne dépendent que de A,, Ay, C,, C,, ..., 
C,, et non des coefficients C,, C,,...,C, de f(x). Il est done évident 
que la quantité d,, définie par les relations (8), a la même significa- 
tion pour toutes les fonctions f(x; +) que celle qu’elle avait précédem- 
ment pour f(x), quel que soit + compris entre o et 1. Si l’on peut 


PR 
7 


à J a LL . 
PSP P EE TNA 


, 


2 
: 
ES: 
, 
2 
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trouver n quantités a,, a, ..., a, telles que 


~~ 


le, 2.) MO = Ton) 

on pourra donc, comme précédemment, au moyen des formules où 
f(x) est remplacé par f(x; 7), déduire du système a,, a,,..., a, un 
autre système a,, a,, ..., a, tel que les modules des différences 


(a ea) 


soient tous plus petits qu’un nombre donné à l'avance, aussi petit 
qu’on le voudra. 


Ceci posé, prenons n nombres différents, d’ailleurs quelconques, 
di, ..., a, et posons 


ASE anymore Sone 
le discriminant de f,(x) est différent de zéro. 


D’autre part, prenons pour la fonction /,(æ) du lemme II la fonc- 


tion f(a) elle-même 
CCS 


Soit g un nombre entier. Donnons à ¢ les valeurs 


I 2 DT 
$ 
O, —) = see, > Tig 
C1 8 & 


Nous allons montrer que, en prenant g suffisamment grand, on pourra 
calculer g systemes de valeurs 


ji» y,9s +.) ins ais ++.) Gayns +++3 gs +..s Ag,n 
pour lesquelles les modules des différences 
À é En MOVE ) 
C}— (1) + + +5 Mn)v VS iy Din opel 


soient tous plus petits que d,. On a, en effet, 


Sa =~ i= ki 
re = i aS NU LE oy a a WE (Cy— Ci) 
s|i+ (À D] (+2) 
5 


pour A= 0,1, ..., 8 — 13 VI, 2,4. 0. 
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Choisissons alors g de façon que 


on aura 


= : 
Gs 5 — (a 


A+1 À 
| < dy. 


On en conclut, comme 


f(æso)= f(x) =IL (x — a) 
et | 


(NU de eg (= 2) 2570) 
que les conditions 
Chart a pal a 
sont remplies si l’on prend 
CIRE AE A Ua 
D'une manière générale, si l’on a trouvé un système 


Œj,is @yar +. ns 


tel que 


| 
Ci — (@,15 tees Q), nv | <=, dy; 


+ La LA ‘ \ 
en appliquant la marche précédente, ot f(x: *) remplace f(x) et 
o 


is +++, @,, remplacent a,, ..., @,, On pourra, comme nous venons 
de l’expliquer, trouver un nouveau système 


A) +1,19 +1,25 es Q+t, ns 


tel que les modules des différences 
2 


Cy — (@+1,15 ee eg Qa1sn)y 


soient tous plus petits qu’un nombre positif donné à l'avance À. On a, 
alors, 
À +1 


a that 
Cy — (@)s415 others bd 
À+1 À i 


o g Aya 
Cy ze Cy + Cy — (Mat ayy tnt 


< 


en 
em 
à 


& RL 


Pinon 
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Ua Greg, 1) fey een, wy i do. 


€ ÉCYAT EEE Ay ns © on pourra donc déterminer a,,,,..., 
aan , et ainsi te suite; de proche en proche, on PAREIL à un système 
Agia Pads Pa aie que si l’on prend 


Ps ve 


a= Ag,1 A2 — Ag, 25 sr) dn = Ag,ns 


les modules des différences 


~ C— Cr), |. vars C,—~ (a, AOI 


soient tous plus petits que d,, puisque, pour + — 1, 


S(e31) = f(x). 
—_ = 


4 SUR UNE CLASSE 
= D'ÉQUATIONS DU CINQUIÈME DEGRÉ, 


Par M. F. BRIOSCHI. 


SSS 9 SS 


{. On sait que l’équation du sixième degré 


(G) («—a@)'—ha(s—a)§ + 106(s—a)?— he(s —a) +56?—hac=o 


est résoluble par les fonctions elliptiques en deux cas : sia=o, b, c 
étant certaines fonctions du module; ou si 6 =o et a, c fonctions du 
module. | - 

Soient x, æ,, æ, ©, x, les racines d’une équation du cinquième 
degré, et ©, une fonction cyclique de ces racines, fonction qui se 
reproduit, changée de signe, lorsqu'on opère sur elle la substitution 


FRS Soient encore 9,, ®4, 2, 93, 9, les fonctions qu’on déduit de 9, 


par la substitution ( ) (s= 0,1, 2, 3, 4); si l’on pose 


z 
373+ s 


(2). | V5 = 729+ Pa» 


ZO=O,+ Pt... +h, = ——, 


et si l’on indique par V2), ÿ3,, ..., 3, les fonctions qu'on peut dé- 
: £ LT MC r rite he 

duire de V3, par la même substitution ne): les quantités z,, 

Zy, +++, 3, ainsi obtenues sont, comme il est connu, racine d’une équa- 


prone Ch). 0e 7 a 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. Novemsre 1895. 43 
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Soit 


T= (Gos is Ars Ass Ns ay) (2, a) =0 


l'équation du cinquième degré, dont les racines sont 2%, æy, ..., Lz. 
En désignant avec w, la fonction cyclique 


Ug aË(Lo— 2) (Ti — Lz) (L2— Ls) (Lz— M) (Ti — Fo) = 4% (01234), 
fonction laquelle se reproduit, changée de signe, par la substitution 


i he . ass Q , 
par et si l’on désigne avec Uy, Uy, Us, Uy, Uy les fonctions qu’on en 


es . . . r . 
déduit par la substitution es ) on a un type de fonctions 9. 


Si enfin l’on désigne avec ¢, la fonction qu’on déduit deu, au moyen 
. . T A ey aon. 
de la substitution ( ) et l’on observe qu’elle aura la même propriété 
x . . Ya . on . . 
de uw, quant à la substitution ee! on obtiendra de la maniere indi- 
4 


quée les fonctions 9, 0), ..., ps. 

Ces douze fonctions u, » ont des propriétés remarquables que je 
résume en renvoyant pour la démonstration à des travaux connus ('). 
On a, en premier lieu, 


(3) Zu—o(u, + v.), DRE À 1e 


desquelles on déduit dix relations, en opérant avec la substitution 


* 
ae a By 


De méme 
(4) ( Sw—=— us — 93 +3(l—30)u,+3(1—0)e., 
4 eo MT ee ; , 
rire uz, + 303 +i(l+d)u, —3(1+3d)e,, 
et enfin 


+ $(1— 30) u + E(l—39)(1—0d)e., 


+ 


fae 2ust+ 203—$(l— 3d) us— $(1+0)93 
. ) 
(9) 


ee cee + §(14 30)03 
+ 7 (f+ 30) (l+d)u, —$(1+ 30)?¢,, 


(1) Sur l'équation du cinquième degré, par M. Hermite; 1866. 


Ed SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DU CINQUIÈME DEGRÉ. 339 


et les relations correspondantes obtenues par la substitution men- 
tionnée. 

La quantité / est, sauf un coefficient numérique, l’invariant du qua- 
trième degré de /; et à est la racine carrée du discriminant (sauf un 
coefficient numérique), et l’on a 


(6) OR CU — 0 


Les coefficients u}, uj, ..., wu; sont racines de l’équation suivante, 
dans laquelle # est un invariant du douzième degré de /: 


u??— (l— 30)u0+1(l— 97/0 + 50)u— kul 
Si +4(P+ 210 + Hd) ut (1+39)dtu? + =o. 


2. Supposons que la relation entre invariants 
(8) k=10(P— 41d +090?) 
soit satisfaite; on voit tout de suite que dans ce cas le premier membre 
de l’équation (7) a pour facteur u? — 6, et, en conséquence, l’une des 
1 
six fonctions u sera égale à + 67, et, à cause des relations (6), on aura 
| at 
la fonction correspondante ¢ égale à = 0°. 


Soient A,, A,, +. À, douze indéterminées, et posons 


@ = Ayur+ dy 07 + (Aad + Agd) uF + (Al + A50) 3 
+ (AP + A, 0d + gd?) u + (Ag? + dy ld +1197) 9, 


u, v étant deux quelconques fonctions correspondantes. Au moyen des 


relations (3), (4), (5), on obtient 


1¥o = lus + 1, 95+ (11+ 1,8) w+ (4,14 1,6) 
+ (1,2+ 1,16 + 130?) u +(LP HIS Id + 1,07) 0, 


les Z,, Z,, ... étant des fonctions linéaires de A,, A,, . 
En posant /,+ oA, =¢,, on aura - 


É ys =e, ue + 98+ (t,1 + td) + (t,1 + t59) 0 
aye (HP + tld + 307) u as (by 0? + nee aie £,,0) 9. 
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et l’on trouve que 


ti = to, t= $(w —1)t,— (20 —1)é, ta $(30 —1)t,— (20 —1)é;, 
tg =— $(20 —1)4 +50 —1)4, +ots, 
wty— (30 —1)4, + (0 — 1) + ot, 
ta 42 (4@ — 3)f— (30 —1)45 + why. 


Supposons MALTE PCLT: des expressions (9), pour yz, s annule 


lorsqu’on pose u = 32, V = — S; ; les indéterminées tgs Fosstns doivent 
dans ce cas satisfaire les trois conditions 


Dre El ME 10; ft, — ty + t,— lo = 0, £;— t5— 0. 
Les indéterminées se réduisent dans ce cas à deux : 
=D; tl+tè—=g, 


et l'expression yz prend la forme 


Vs=(P + 0V5)p + (LE MVS)s: 


Q= 70+ Elu + du — Elu +6) —ildu — 192(5u — 216), 
P=—Q+ w— 3(1+ 0) ui —$1l dp — 19(2au + 25v), 


L=2wv+ %—$l(u+e)+d(u+a2e), M = — wi—1d(u+ 39), 
4 
et les polynomes P, Q, L, Ms’annulent ‘POUT ee EE DER 
On est ainsi arrivé à ce résultat : qu’une des racines z., Bite SU oe 


de l'équation (1) est nulle, et que la somme des autres peut s’annuler 
en disposant de l’indéterminée p: q. 
En effet, l'addition des racines z donne 


23 ap}+ 26 pq + yq°, 


a, B, y étant des invariants des degrés 20°, 16°, 12°, 
La A it (8) entre invariants d’une équation du 5° degré con- 
duit done à une résolvante jacobienne (1), pour laquelle sont 


L - 
L 
ne nl 
A ve" ~ 
all SUR UNE CLASSE D'ÉQUATIONS DU CINQUIÈME DEGRE. ~ QUE. 


et vu que dans ce cas la résolvante même se réduit à l'équation 
_binome — 


BC — 0. 


On a le théorème : 


: 


Les équations du 5° Beers. pour lesquelles la relation (8) est satisfaite, 
sont résolubles algébriquement. 


3. Un cas particulier de ce type d'équations est donné par la théorie 


des fonctions elliptiques, en considérant la division des périodes par . 
onze. 
Si l’on pose : 
; S 26) 
— 
eb. - - 


(9) m=p(m), m=plom), x2=pl4m), æ=p(im) a—plôm) 


de la formule pour la multiplication des fonctions elliptiques (‘) 


p( nu) — plu) = artes, 
on déduit que 
dads Les MER LT a 
> mener CRE TE 
mie. étant dans ce cas ),,= 0, ona 
| gai ee, NU, 
ty D à 


en conséquence 
- if uy = — Vo) 


et l'équation du 5° degré, dont les | Facines sont les &,, 2,,-...-(9), est 
résoluble algébriquement, comme il est connu. 


ae 


(:) Haupnen, Traité des fonctions elliptiques, V Partie, p. 100 


nu 


_—_— 


Ai. 7 
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_ 4. En désignant par À, B, C les inve 


d’une forme ee du 5° ordre, ona : 


A TN LS 
de , ae 55, se oy - 
‘ is 


ie 


En substituant ces valeurs dans lé uno PE on obti 


Le 


tion de condition pour la classe d'équations du 5° de eg 
formée avec les. invariants A. BG; | à 


ae Ai oe | 


SUR L’EQUATION DU SIXIÈME DEGRÉ, 


Par M. F. BRIOSCHI. 


1. Soient 
GE = (2 py Bay eines Ce) (2; 1)° 


une forme du sixième degré, et 
I 
fom Ye 


un de ses covariants du quatrième ordre. Les invariants A, B, C des 
second, quatrieme, sixieme degrés seront 


AS (fs 


et B, C les deux invariants de la forme biquadratique #. Au lieu de 
Be; j'introduirai les invariants suivants 


Fr 


=  L—4.5(4A2—3.5B), M=8.5(7.8A*— 4.3°.52AB — 3.50), 


et j'indiquerai par 6°A le discriminant de f. 


Soient 9, Ÿ deux formes du troisième ordre, et 


w= = (pp) e == (ÿ} }s, 


2 
ona, comme il est connu, les deux invariants simultanés 
J =(ov)s” E= (ue )., 


et les deux D, R étant D le produit des discriminants des formes ¢, Ÿ, 
et R le résultant des formes mêmes. 


Rte An 


» 
7 ne 

ae f* 
oe 


a) 
“iT > ee 
ad Re ©: 

eo ‘ 


© 


| cay ‘ 

: : at: E ( HI. Pre ; = | 
344 F ne | noes s né ee 
Si l’on suppose f = ov, on a, entre ces invariants, le relations — 
‘ | | ‘ ME À … Ki . . 
EST 2 | 
Le Lex (MES TURS 
8 4 : 
36 


PDG+2R,  6A=3RD, 


cs M=G?— 2RIG— 


¥ ayant posé | 

* G=J'— gE, 

“| E 2. Soient x, æ,, ..., æ, les racines de l’équation f(w) = 0; æ, 

. 2, x, celles de (x) = 0; +,, x, x, celles de }(x) =o. Les six 
expressions de ces racines 


[= (00) G3) (hye heaton eee 


- : m= a,(03)(25) (41), 2 = a,(03) (21) (45), 
n = 4,(05) (21) (43), » = @,(05) (23) (41), 


dans lesquelles (rs) = x, — a, ont des propriétés remarquables. On a 


en premier lieu 
24 l+m+n—-ht+ptrv—3J, 


lmn = uv => R, 
et, en indiquant par s,, s,, s, les sommes des trois premières puis- eas. 
sances de /, m, n, et par c,, 7, o, celles de A, uw, v, on trouve ‘Sa 
§,= 6, — ods “ « 


. : aa 
s=9)—6G +3°D?, == 9 66 pt 


5 ca mf 
= 3R + 3°? 39JG + ns = 3R + 33° — 3JG — = 30%, 


et, en conséquence, 


rol 


Sa — Fa mn 0 2 

Sa+ 02— 25810, —=—3.4G 

ou aussi 

(1) | py + vA + Ap — (mn dent 4: im) DE, 
py + vA + hy + (mn + nl+ im =2.3G. 


- - 
OR 


= 
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Je pose 
: l == (3 + 25), Nr, 
Mm—— (45+ 2), = 20+ 2%; 
nm =— (2,-++ 4s), V) == Spc Sys 


évidemment les équations dont les racines sont ENT 2, OW Sen ore ee 
auront pour coefficients des fonctions des invariants simultanés J, G, 
D, R. Soient 

B+ py B+ pos + Py (3 — 2,) (2 — 23) (2: — Es) 

BE Que + 928 + J3= (3 — 4p) (5 — 2) (3 — 3); 


on trouve, à cause des relations supérieures, que 


3 3 
Pi; ; id; 
9 0 ed 231 
= G22 7 =p? =3G—2p42p 
Po ( ñ 5D A q2 G 4% + D : 
3 5 
ps=—R—+:dp, 93 = R— 99. 


et, en conséquence, 


Pi+qgi—0,; P3 FT 93 + Pig2 + Paga— 0. 


Il en résulte que, dans l’équation du sixième degré dont les racines 


sont Z6, 51, -.., 23, les coefficients de z° et z° seront nuls, et l’équa- 


tion même prendra la forme 
n 4 
(2?+2.3A)+3L(23 + 2.5 A) + 6%A?3— 2M —o, 


A, L, M, A étant les invariants définis supérieurement. 

Cette équation n’est pas nouvelle, elle a été déja calculée par le 
P. Joubert dans son beau travail Sur l'équation du sixième degré ('); 
mais, dans la forme indiquée ci-dessus, elle se prête à une importante 


transformation. 


3. Avant d’aborder cette transformation, il est nécessaire d'exposer 
d’autres propriétés des quantités /, m,n; À, fi, v. 


(1) Comptes rendus de l’ Académie des Sciences, mai-juin 1867. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. — NovemBrE 1895. 
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Les dix quantités suivantes 


ct =a2(o2) (24) (Go) (13) (35) (51), e§ = a8(o1) (13) (30) (24) (45) (52), 
Cty = a3 (01) (14) (4o) (23) (35) (52), ch, = a8 (02) (23) (30) (14) (45) (51), 
ci, = a? (03) (34) (Go) (12) (25) (51), ct, = a?(o1) (12) (20) (34) (45) (53), 
ct — a2 (02) (25) (50) (13) (34) (41), ch, = a2 (01) (15) (50) (23) (34) (42), 


cf, = a3 (03) (35) (50) (12) (24) (41), ci —aÿ(o4)(45) (50) (12) (23) (31) 


s’expriment par les A, Z, ... comme il suit 


i ch = Au — Îlm, ci, = À — nl, ch, —Ap— mn, 
cho — vA — lm, cha = vA — nl, ci =vA — mn, 
(2) ch, — pv —lm, ck = py — nl, Ch —= py — mn, 
ci py + vA + Ap — (mn nl+ lm); 
de plus, 
CCS ssa RE, cf. Cr ct = aE, 
É Ci Ce et LED Cl Gayet = Mb 
CCC ee MCE, hich te a ears: 


On en déduit 
itech eR eet 
2.3 GCS = Ci C3 C5, + Ch Chg Cia + C33 CT, C5 — C5035 CE 
+ C3 0h10 — CH Cas (1). 
4. La transformation de l’équation due au P. Joubert s'obtient en 


posant 
y¥=— (47 +.2.5-A), 


et l’on a la transformée 
(y? + 3Ly + 2M)?+ 65 A( 7 + 2.5.A) —0. 
Or, 


= ;Gl-s)= 2 J? = l(m +n), 


4 


et, en consequence, 
M=— 264+ m+n), 


(*) Burkuanpt, Hyperelliptischen Modulfunctionen (Math. Annalen, Bd. XXXVI, 
Pp. 409). : 


ray 6 Le. 


4 
: 
| 
| 
| 
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ou, en se rappelant les valeurs (1) et (2), 
I ; à 
Ve 3 (uv + vA + Ap — 3mn) — 2.32.D?, 
et enfin 
Lie 3 (—2ci+ ¢},4+¢7 + ci), 
I : f : j 
y= 3 (— 20$ + Ciz+ Cont Ca ) 
I 
Ys= 3(— 25+ Cy +cis+ €3,) 


et, analoguement, 


== z 4 4 k 4 
Mem BAe Cg Et cf, tek + ci,), 
— L 4 4 4 4 
Ja=— 3-20 + Cf + Coat Cty), 

y ’ ; 
Jo=— 3 (— 205+ et Cie Og 2) 


Les invariants L, M, A, AA, coefficients de la transformée, s’expriment 
par conséquent en fonctions des dix quantités c’,. On trouve, par 
exemple, 
L 
L=— x 2c. 
3224 

5. Ce résultat conduit directement à la résolution de l’équation du 

sixième degré. En effet, posons 


: fe x dr > dx 
i= — == ———= 
Vf(æ) Vi (x) 
et indiquons par 44, Myo, Ougs Orgs Mary M22, Mos, May les périodes 
normales primitives. Soient 


Prs= 17 @25— Dor @1s—= — Psr 
et 
I - I 
Vy — (32 Uy — Wn U2), Ve — (Wai Uy — Wy Wa), 
Pi2 P21 
32 Pee BOP 13 iy ae 
Gr Le, Ti EEE 0 = 5 


P12 Pr Piz P12 


r 


l’on a 
PS Cher 
et les racines de la transformée pourront s’écrire AE 
p° A - 
W= F(A Ft TA Si), ne 


et de même pour les autres. L’équation du sixième degré est ainsi 


résolue. Les beaux résultats obtenus par MM. Bolza et Maschke C 3 
trouvent de cette manière leur connexion directe. 


~ 


6. Supposons que |’équation MC =o ait une racine double, par 
exemple x, = æx,. Ona . 


a T0? B—0,«. R—=0 08 
En posant a 
a a(01)(23),  B—aæ(02)(31),  y—@(08) (12), 
h = (4o) (41) (42) (43), 


les relations (2) donnent 
Co = Cy, = C3, = Co = O0; 
ET CE ne es Ci=ci—=—hB6, Cis = Ci 


et l’on a 


(1) Darstellung der rationalen ganzen Invarianten, etc., von Bolza. — Ueber die lineare 
Gruppe der Borchardt’schen Moduln, yon Maschke (Math. dnnalen, Bd. XXX). 


« 


X 


=» = 
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Des relations (1) on déduit 
I ie 
GS aia y), 3°. D? =— hf. 


En posant 
B(x) = a(x — xy) (xv — 2) (4 — 2) (x — 5) 


on aura 
J(2) = (#2 — 2) F(x) 


et, en conséquence, 
—— iby bo == 
Fe 


de la transformée deviennent deux à deux 


Ves racines ÿ,, y: 
égales, et l’on a 
A 

cae RENE 

3 (a —P); 


Yo = We = 


hi I 
Lo ye 3 (B PURE — zy — %), 
enfin, en indiquant par g,, g, les invariants de la forme biquadra- 
tique F(x), on trouve 
2M=—— 4’ 2;h3 


3L=— 4g, h?, 


et la transformée, en posant y = 4Aé, devient 


hE? — g2§ — 830, 
dont les racines sont, comme il est connu, 
an (Boyh (a), b= (ab) 
ou aS 
(eS eres 


h=sP +) ge (—Si+St), 


of) 


SUR LA DIFFERENTIATION 


D'UNE CLASSE 


DE SERIES TRIGONOMÉTRIQUES. 


Note pe M. LERCH. 


M. Hermite nous a posé le probleme d’obtenir la dérivée de la série 
de Kummer et des séries trigonométriques analogues, où la règle 
ordinaire conduit à des séries divergentes. Nous avons obtenu la solu- 
tion dans le cas particulier de la série de Kummer, en poursuivant nos 
recherches antérieures sur les séries malmsténiennes qui ont des rap- 
ports intéressants avec la théorie de la fonction gamma. Cette première 
formule étant obtenue, il était facile d’en trouver la vraie origine et de 
résoudre le problème sous des conditions plus générales. Ce sont ces 
résultats généraux qui font l’objet de cette Note, que nous ne croyons 
pas utile d’allonger par l'indication de la voie primitive qui se trouve 
expliquée dans un Mémoire présenté à l’Académie François-Joseph 
(de Prague). 


LS ES à DÉS, dé te oye LE Dh dt à à ee ee ‘ed à ee > à 
| 


reas Te Tt A 


1. Soit donnée une série trigonométrique convergente 


(1) (2) == sinaven; 


v=1 


je dis que la dérivée de sa somme f(x) sera donnée par l'équation 


(2) J'(æ) 


sin æ ; 
= i= Ÿ (ev evs) Sin(2v +1)ZT, 
VE) 
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où c, = 0, toutes les fois que le deuxième membre est une serie uni- 


formément convergente. 
Représentons, en effet, par g(a) la somme de la série (2), multipliée 


par <n? æ étant supposé entre zéro et l’unité; on peut écrire 


n 
I , sin(2v +1)xT 
= = Cy —C SS 
A lim © ( y— Cvs) SINLT 
VD 


En employant l'identité dont Abel a fait usage le premier 


n—1 


>» b= DA, (D — by41) + Ann) 


V9 v=0 
ou 
Ay=@+a,;+...+ad, 
prenons 
‘ Sin(2% +1)xT 
ay — Cy — y= ——— ————— — 
v v vV-+19 v SiNnTZT ? 
et nous aurons 
n—1 ; 
: (æ) = lim Da 2 COS(2V +2)XT +C ADN 
Ua x — REY LE SE 7 0" 
re Ares He LA sinxT 
V=0 


Cela posé, soient x, et x, deux points de l'intervalle, intérieur à 
(0, ...,1), dans lequel la série g(a) est uniformément convergente, 
nous aurons évidemment 


n 


x, 
: Coe L 
if Bia) de lim > = (sinaveyn—sinavayr) +R, : 
x 


D n = © 
y _V=1 


où nous avons posé, pour abréger, 


LA ° 
TSIN(22 +I)xT 
Ke ent f - ax: 
a 


SIDTT 


Vo 


Or on trouve, en intégrant par parties, 


Ree Cna1 [COS(2R+1)a,m  cos(2n +1)æ,r 
| ; a . 
2n+1| SIN 2,7 sinxzyt 


dx; 


>? 


ae « 
__ TCn+1 COS(2R +I)XTCOSXT 
AR AT sin? TT 
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la quantité infiniment petite se se trouve ici multipliée par deux 
quantités qui restent finies pour » infini et l’on a par conséquent 


lint 


n=o 
ce qui fait voir que l’on a 


c 
ie g(æ)dæ= Ÿ= —"(sin2væ,T —sin2vxt), 
VM=1 
ou bien 


[i ste)de= ja) — jte 


To 


et le théorème est démontré. 
On voit de même que la convergence de la série f(x) est une con- 
séquence de la convergence uniforme de g(x) et de l'hypothèse 


lim © — =o qui, comme on sait, est nécessaire. 


v=o 

Mais on peut aller plus loin en considérant d’autres types de séries 
trigonométriques, et l’on parvient à des résultats analogues que nous 
nous contentons d'indiquer, les démonstrations étant toutes semblables 
au raisonnement qui précède. Ils subsistent dans les couples de for- 
mules simultanées suivants : 


oe 


PACA x2 — COS2V@T, 


(5a al oe 4 ; 
FES tS D (ey— CH) cos(2v + 1) eT, COS 
NE) => ; Sin(av — 1) en, 
ee ee 
HO = > (G1) siNn2vaT. 


= \ VE 
Ann. de Vite, Normale. 3° Série. Tome XII. — Novemsre 1895. 


> 
Qt 


od L 
[rc De Ê es on, ae 


v=0 FA 
- : 
* 


qui consistent dans les ns: de formules | 


i] 


Mei =y— Fetes sin2æn(u+n), 


n =0 


sinTT 
Te RE 


=— CSiN(2u —1)ZXTr+ D (Cy— Cv#)SiNnTr(2u + 2v + 1), hs 


v= 9 


ao 


es Cr i 
~ f(2) = Ÿ- A COS2HT(U+ RN), “4 
n=0 
(7) . 
f' (2) —— cie Co COS(2u — 1) LT + > (Cy— Cy41) COST (2u + 2% +1), 
| v=6 ~~ 


‘ 
— 


ce qu’on peut réunir dans un seul couple suivant ~ 


2 


errr (u+n) 
per =D eme, 


n=0 
(8) | : 
Fa 2) Sinan _ — cy ebemi(2u—1) + (Cy — Cy) ELEM AU+2V41) 4 
var " 
| 
2. Les formules qui précèdent permettent dé valuer, d’une manière 20 
élémentaire, quelques séries connues, par exemple les suivantes : 4 
sinanan © COS2NLT : 
> nr > n io Pee 
n= n=1 


Car ici les différences c, — c,,, seront nulles sauf la premiere c,— c, 
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2 2 : 2 : 2 2 I \ 0 ce A, 

qui a pour valeur respectivement — =et—1, d'où l’on tire les équa- 
tions <i | 

fC) == 7, respectivement, J'(æ)=—#rcotxr, 


dont il est aisé de conclure que les valeurs des deux séries considérées 
sont respectivement 


No) : a et f(æ) =—log2 sinan. 


Un exemple plus intéressant nous fournit la série classique de 
Kummer 


co 


: ae sine et 1 — «'logr 
Oe Ps +(2 5) Llosa Ep = 


SiIN22LT, 
nm 


n=1 


pour laquelle on obtient le résultat 


T'(æ) . 
T(z) 


7 [aed 
sinat + cosen+ [logan—I'(1)]sinzn= > log : sin(2r-+1) xT, 
1 


DL 


qui a été le point de départ de nos recherches. 
Le théorème qu’expriment les équations (8) permet d'évaluer direc- 
tement la série connue 


e2xni(u+n) 


y= BE ne 


2 —= 100 


Décomposons-la en les deux suivantes : 


LA 


er ?2xTi(l--u+n) 


e2xni(u+n) 
y=) een. à tre > rev En 


n= 0 ; n=0 


co 


qui sont en eflet de la forme (8); les différences c, — c,,, étant nulles, 
on aura 


dy, SNXT — — e(2u—ixni, 
dx T 
: : dy, sin eT = + Cm NT, 
Z “Gp ues A 


et, par conséquent 
, P 5 q i dy ie dy 4 dy, sae 


ra y 
wer ts 
» À 
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de sorte que la somme y ne dépend _ æ pour qu 
oO Ce ey 1 Ca ' fe: . 
Si l’on veut employer Saut 
| CHERS 
(#2 D u+n sinun’ 


n=—— 0 


on aura la valeur de y en prenant x = À, ce qui donne 


= A e?*Ti(u+n) Teun TL 
—— — = ———— 
(9) > u+n sin UT 1— € 2uTt 


où il faut, bien entendu, supposer o << x <1. 
Mais, sans connaître l’équation (x), on obtient directement la 
quantité ; 


= > 
e?xTi (u+n) 


PE ? OSI, | a 


dont on sait qu’elle ne dépend pas de x. A cet effet, employons l'identité 


en y posant a=œu+m, b—=v+n; après avoir multiplié par +: 
greniacmyrarern) faisons la somme pourm—=o,-Eu, 22, LM 
nh=o0, 21, = 2,..., + N. Il vient de la sorte 


M N M N 
D D e2yTi(e tn) RS D e?ñi(x—y)(u+m) D e2YTiu+v+m+n) 
u+m : P+n u + m utvetm+n 
—M —N m=—M n=—N 


N M 
: e2ti(l+y—x)(e+n) Lani (u+e+tm+tn) 
he een > > (4 
P+ An U LM ER 


n=—N m=—M 


Supposons o Cx<1,0<y <1 et passons à la limite pour M = +, 
N — +; en supposant de plus a > y, la quantité 1 + y — x ainsi que 
« — y sera entre zéro et l'unité, et l'équation deviendra 


plu)p(r)—=oq(u)oq(u +r)+e-#mo(v)o(u ++). 


9 : 
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ars _ Cela étant, la fonction 


(— ty? 


U (wu) = eur @(u) = 5 ase 


n=—o 


est réelle en même temps que la variable wu, et jouit de la propriété 


j U(u)b(e)=b(ut ¢)[b (wer + d(v)e-vril; 


en prenant u et ¢ réelles, la partie imaginaire dans l’expression entre 
crochets devra s’évanouir, de sorte qu'on a l’équation 


v(u) sinun — b(¢)siner=o, 


et par conséquent 
sane V(u)sinur— const.; 


en passant à la limite pour u = o la constante se trouve égales at et 


l’équation (a) est démontrée. 


~~ 


3. Proposons-nous maintenant d’évaluer la série 


ee fh Mu =p (en) e2XLTi(u+n) | 
(u+n+i) | 


En la décomposant comme la série précédente, on est conduit à deux 


séries de la forme (8) : 
= : bs T'(u+n) e2xTi(u+n) 
; + nn) PRES ue 


n=0 


as É sg EX Ln 1) e-2xRi(1—u+n) 
2 nr Tae te 
a n=0" } 
_ dont les dérivées satisfont aux équations 
4 7 . dS, sinZT T'(u) Outer ri; D el 2Ut2n+ lane 
a iy de Gee yee - u+n 

LP n—=0 

te : “ae —(2—2u+2n+1)æmi 
a - aS, sinær __ Peur), gomnert_ Se Mr 
=a ) dx 1 *T(u—1)° : u—n—2 

- Ste n= 
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en observant que les deux premiers termes ont pour somme la quantité 


2 
u — 1 . 


T’(w) me] SE ee e(2u—1)ani 
l=rat tee ë fs 


on aura l’équation 
(@ 7) siNnZT Lx D et2u+2n+1)xTi 


PAT Te fr renee: 


d’où, en employant l’équation (9), 


ds TertTi qeunti = 
dæ sinan sinut 


Il s’ensuit que la différence de deux séries S, dont les arguments w 
sont égaux, s'exprime sous forme finie 


! 
(10) ÿ RE, (u + 1) 5 (e?zmiu+n) — e2% Ti(u+n)) 
u“+n-+i 


na=— @ 


ae ker | SIN oT 


== - + in(2,—2)|, 
sinut SiNnZT 


DUAL faut QUE OT EM 0 AE ECS. 


Si l’on fait par exemple a, — 1 — x, il vient 


PATES ON : CAR TS I 
(11) 5 Tae snan(ue + ae = € —«). 


Posons maintenant, dans l'équation (10), æ, = x + ¢, la quantité ¢ 
étant positive et moindre que un; multiplions par e *“% dz et inté- 
grons depuis zéro à 1 — +; puis posons a, = 2 + » —1, multiplions 
par la même quantité e~*“™' dx et intégrons depuis 1—¢ à 1. En 
ajoutant les deux résultats il vient 


(a) 
Fu +1) 


Teun 
 sinut | five 


la sommation s'étendant aux valeurs rn = +1, +2, +3, ... 


WE +n) — e2neoni 


1 
[tr — (1 — p)e2vuri — pe?(v—1) Jui] — y rm. erNeRl (5 = etui) 1 au 
Unit 1) 2nTt 


n=— @ 
1—v = : 
er ?uxTi da + ime f Em 2ueni dy + Ute ( = nf e—2uæxTi FA 
0 \ 


1-—e 


sin t(¢ + sin T(v + x) 
sing xz 
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En effectuant les deux dernières intégrations, on obtient la formule 


ao" 


Lin u) TT" u+n 2ROTi __ 
= — e?uvTi Ps Bee) ) € Sel 
Dore (1- (3 > Tu+n+i) 2nTI 


( T— e?uvTi } 


meuri f! sin r(? + x nur 

ae, OT Ute 

= Sinur ib log sin t( + £) E-2UxTt da ps ie ene a= DL ae (x nes CAGE) 
i SiINnT x u 2usinut ? 


2RUTE __ 


en convenant de remplacer la manu ——— pour n= 0, par sa 
vraie valeur. 


hi 


et 


Dans cette équation, multiplions les deux membres par 


_ différentions par rapport à 9; il vient 


(a) : Sa Brassey T'(u+n) 
2npTi 
os 


: e2uvTi 1 
Tu) DA (u+n+i) 


TeuTi e2uni =] 
Æ = e—2uvri lo sin ? 7 —2uTi(v+x) 
Saran atin g T [logsinns e dx 


—uTi 
tr re er ?2uvTi, 
2u 


+ enmueni( pri : 
2sinut 


En multipliant par erwnistun ce résultat devient 


AS , 


De i co 

= . 1 : ! 
i = ['(u) euTri + See D TUE) seriurn) 

‘4 Lo T(u+ n +1) 

ee j : É 1 

“a ' Cure sinut : ; : ; 

- =. = logsin pr + uer™ logsita ne" rer 
j sinut T 3 ss 


hak ai T 
+ CUT — — yxy ) — —_——_-- 
2u 2sinut 


Cette équation nous donnera |’expression définitive de la somme S 
Jorsqu’on aura la valeur de l'intégrale 


art 


1 
af logsina 7 es4*™ dx, 
Q 


ay ey 
Jamplaies à cet effet le développement is 


Re ne er ar 
logsinær = — log2 -> ce ESS 


fat A 3 
qui donne 7 
e-wrisinur  ue-"isinur w 
is MRC 2uxri dx =S— log2 ee + ar pe = 
-Ona one 
I I I I a 
Dain en = Dea * eer ee ’ 
Fe KA 
1 (Mouse T(i— 
e PS vad SR pe aa ae ae eee oe Se Fe 
sal eee Te a aie 


et par conséquent 


log-sin'’a 1 e—*4#2*!. dz ~ 


(13): x ; 

pee 2 Since Wi+u)  L'(1—u) pone 
ee [21082 + ee EN eRe | a — af OF 
A 
En substituant dans la formule que nous venons de considérer, il a 
vient d’abord a Se 
- — 7 
sinuT T'(u+n) NE à = 
DES ren e2eTi(u+n N De 


Cr r nice | 
RD ne tPA té ro, nl Le | 


2l(1+u) 2T(1—u) 2sin ut’ 


or la quantité 
Meu) 71 M(1+ 2) I 
Dies atti se 


; P 11 7 . 

étant égale à = Tom on aura, en employant l'équation 
Cu) (ru) _ ù 
T(&w) Mie 


: 
ox ae, ie 


TE D He te E DE SERIES TRIGONOMÉTRIQUES. 361 


LR. | La 
CUT tt T 
enr eee lies sinom — T(r) + ri] — eee 
ee 2sinut 


ani $e ra a suivante 


= 


Lee: ei eri[r cotun + log2 sine — L'(1) + ori]+ = © pum, 
a a i A 
es re résultat devient 


_cette formule, qui a lieu pour les valeurs de v contenues entre o et 1, 
remplace entièrement lé équation (10) qui nous a servi à l’établir. Le 
raisonnement assez long qui précède serait superflu, si l’on connaissait 
l'équation (14) dans le cas de ¢ = 4, c’est-à-dire 


Te pe ei 
(147) > ae Pure 7 sinut 


na=—o 


——— [— I’ (1) + log2 + rcotur]. 
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LES TETRAEDRES CONJUGUÉS 
PAR RAPPORT A UNE QUADRIQUE, 


ET DONT LES ARETES SONT TANGENTES A UNE AUTRE QUADRIQUE, 


Par M. H. VOGT, 


MAITRE DE CONFERENCES A LA FACULTE DES SCIENCES DE NANCY. 


L. Pour que deux quadriques jouissent de la propriété qu’il existe 
un tétraèdre conjugué par rapport à l’une, et dont les arêtes sont tan- 
gentes à l’autre, il est nécessaire, comme on sait, que l’invariant 
appelé ® par M. Salmon (') soit égal à zéro; les démonstrations que 
l’on a données pour montrer que cette condition est suffisante sont 
incomplètes ou trop compliquées; de plus, elles n’indiquent pas le 
nombre et la nature des arbitraires qui subsistent dans la détermina- 
tion des tétraedres répondant à la question, et n’en donnent aucune 
propriété. 

Je me propose de reprendre la question à un autre point de vue; 
nous verrons que ® — o est la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il existe un tétraedre au moins jouissant de la propriété énoncée, 
que ces tétraèdres forment une simple infinité, et que le lieu de leurs 
sommets est une courbe gauche du huitième ordre; les coordonnées 
des points de cette courbe, ainsi que les éléments des tétraèdres, s'ex- 
priment au moyen d’un paramètre variable. L’équation qui existe 
entre les paramètres relatifs à deux sommets différents d’un même té- 
traèdre étant de genre deux, on est amené à les exprimer en fonction 


(1) SALmoN, Traité de Géométrie analytique à trois dimensions, traduction CHEMIx, 
I" Partie, p. 252 et suivantes. 
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quadruplement périodique de deux variables, reliées par une équation 
particulière. 

L'introduction des fonctions hyperelliptiques de genre deux s’est 
présentée dans plusieurs questions, notamment dans l’étude de la sur- 
face de Kummer, qui a fait l’objet de nombreux Mémoires de Cayley, 
Borchardt, Weber, etc., dans celle des lignes géodésiques de l’ellip- 
soide, étudiées par Weierstrass. Le théorème d’addition des intégrales 
hyperelliptiques a conduit M. Staude à une étude du système des tan- 
gentes communes à deux surfaces homofocales (*); les coordonnées 
des points de l’espace sont alors exprimées en fonction de quatre va- 
riables dont deux sont reliées par une équation. L'étude des tétraèdres 
dont il est question dans cet article, faite au moyen des fonctions 
hyperelliptiques, semble être une généralisation des recherches de 
Halphen sur les relations biquadratiques entre deux variables, et les 
polygones de Poncelet inscrits dans une conique et circonserits à une 
autre (?). Il montre qu'une relation biquadratique exprime la relation 
qui existe entre f(u) et /(u +u,), où f est une fonction doublement 
périodique et uw, une constante; nous rencontrerons une relation bicu- 
bique qui en est la généralisation, et que l’on peut interpréter d’une 
manière analogue; on peut l'obtenir en éliminant deux variables entre 
trois relations où entrent des fonctions hyperelliptiques de ces deux 
variables. 


2. Soient deux quadriquesZetS; en les rapportant à leur tétraèdre 


conjugué commun, on peut écrire leurs équations = 0, S — 0, où 


un 
i 


ax?+ by?+- c3? + de. 


Le discriminant de S + AZ est 
A(A) = A+ O29 + 227+ 02 + A’, 


(*) StaupE, Geometrische Deutung der Additionstheoreme der hyperelliptischen Inte- 
grale, etc. (Mathematische Annalen, Bd. 22, per 6f.145;) 
2 = TANIA "y hr. s pails » = 6 Dart} Y 7 ‘ | “‘ 
: Hees sary Traité des fonctions elliptiques, W° Partie, Chap. IX, p. 329, et Chap. X, 
- 9 


do eu Lit 
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AT, 

O=a+b+c+d, 

D — ab + ac + ad + bc + cd + bd, 
O' — bed + acd + abd + abc, 

A ==abed: 


ce sont les invariants des deux quadriques; en formant les équations 


_ tangentielles 2, =o, S,=o des deux surfaces, les quadriques inscrites 


dans la développable qui leur est circonscrite ont pour équation tan- 
gentielle Ë, + AS, =o, et pour équation ponctuelle (Satmon, loc. cit., 
Pee.) . 
A?5 + À AT + 27A'T! + 227 A?S = 0, 
ou 
T=a(be + cd + bd) x? 
+ b(ac + ad + cd) y?+ c(ab + ad + bd)s? + d(ab + ac + bc), 


T=a(b+c+d4)2?+ b(a+e+d4)y?+c(a+b4+d)2+d(a+b+c)i?; 


T et T’ sont les deux covariants ponctuels des deux quadriques. On 
sait que, si d’un point de l’espace on circonscrit un cône à chacune des 
surfaces Z et S, le second sera harmoniquement inscrit dans le premier, 
si les coordonnées du sommet commun satisfont à l’équation T = 0; 
il lui sera harmoniquement circonscrit si le sommet est sur la surface 
120, 

Nous désignerons enfin par S’ la quadrique polaire réciproque de § 
par rapport à X, et nous écrirons son équation S‘= 0, où 


x? ae 32 t? 


Cela posé, supposons qu’il existe un tétraedre A, A, A, A,, conjugué 
par rapport à Z, et dont les arêtes sont tangentes à S. Les cônes de 
sommet A,, circonscrits à S et &, sont tels que le premier est capable 
d’un trièdre conjugué par rapport au second; leur sommet A, doit, 
dès lors, se trouver sur la surface covariante T’— 0; mais, d’autre 
part, si l’on transforme la figure par polaires réciproques, relative- 
ment aX comme surface directrice, le tétraèdre se transforme en lui- 


même, et ses arêtes sont tangentes à S’; autrement dit, elles appartien- 


OO 


Le 
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nent à la congruence des droites tangentes à S et S’; les sommets 
doivent alors se trouver sur la surface covariante T’ analogue à T, 
formée au moyen de & et S’, et ayant pour équation T’ = o où 


T’ = (be + bd + cd) x* + (ac +ad + cd) y? + (ab +ad-+ bd)s*+ (ab + ac + be) e?. 
Si l’on remarque que l’on a identiquement 
T'+T'=d(x + y + 23 + Ee), 


on voit que, si ® =o, les deux surfaces T’ et T” coincident et forment 
un premier lieu pour les sommets du tétraèdre A,A,A,A,; au con- 
traire, si ® n’est pas nul, les seuls points communs aux deux surfaces 
T’ et T’ font partie de Z; les seuls tétraèdres répondant à la question 
auraient leurs sommets sur cette surface À, et n’existeraient plus. On 
en conclut que la condition ® — o est une condition nécessaire pour 
l'existence d’un tétraèdre conjugué par rapport à & et ayant ses arêtes 
tangentes à S et, par suite, aS’. 


3. En supposant désormais ® = o, les sommets du tétraedre doivent 
être d’abord sur la surface T’, mais remplissent une autre condition. 
Soient, en effet, (a,y,z,¢,) les coordonnées d’un sommet; ce sont, 
en même temps, les coordonnées tangentielles du plan de la face 
opposée, conjuguée du sommet par rapport à &; ce plan détermine, 
dans T’ et S, deux coniques telles qu'il existe un triangle inscrit dans 
la première et circonscrit à la seconde; on sait que la condition néces- 
saire et suffisante pour qu'il existe un tel triangle est que les in- 
variants des deux coniques satisfassent à la condition 


0? — 4A0'—o 


(SALMON, Géométrie plane, Sections coniques, p. 483). 

Les invariants des deux coniques de section de T’ et S par un plan 
de coordonnées uv wr sont précisément proportionnels aux covariants 
tangentiels des deux surfaces; formons, en effet, l'équation tangen- 
tielle des quadriques du faisceau T'+ AS = 0; soit 

2 2 
Alber atk) b(a+c+d+)) 
«y? r 
“SG Pasa) ita oe pa eo A) 


Lh ie Be 
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ou 
Da + Agat+ Los+ oo 


cette équation; ses trois racines sont les valeurs de À pour lesquelles 
la surface T'+ AS = o est tangente au plan (uv wr), c’est-à-dire pour 
lesquelles la section se décompose en un systeme de deux droites; ce 
sont done les valeurs de A annulant le discriminant de la conique de 


section de la surface I’ + AS = 0 par le plan considéré; on a par suite 


et la condition ©? — 4 AO’ = o devient 9; — 49,93 = 0, qui se réduit, 
tous calculs faits,'à 
2 2 : NE à > : VOTE p? sp? ip 
(w+ 6? + w+ r?)? — 4(au?+ be? + cw? + dr?) = = Th ahs a + = |=0. 


Les coordonnées des sommets du tétraèdre satisfont des lors à la re- 
lation 


2 2 ER 22 2 2 22 2 x? ae 2 e PT 
(a+ y?+ 34 0?)?— (ax + by?+ c2?+ dé?) Hana a 


Nous poserons 
W = 2?— 48S’; 


nous voyons que les conditions nécessaires pour l’existence du té- 
traèdre À, A, A, A, sont: 1° que l’invariant ® des deux surfaces soit 
nul; 2° que les sommets du tétraedre soient sur la courbe du huitième 
ordre I’, intersection des deux surfaces T’= 0 et W=o. 


4. Je montrerai plus loin que ces conditions sont suffisantes, et que 
tout point de cette courbe du huitième ordre est le sommet d’un té- 
traèdre et d’un seul répondant à la question. 

Je fais d’abord la remarque suivante : si un point quelconque A, est 
le sommet d’un tel tétraèdre, les arêtes issues de ce point appar- 
tiennent aux deux cônes de sommet À, circonscrits aux surfaces S 
et S’. Je vais vérifier que pour-tout point A, pris sur la surface T’, les 
génératrices communes à ces deux cônes vont rencontrer cette surface 
T en des points situés sur le plan polaire du sommet A, par rapport 
à Z. Soient pour cela a,y,2,2, les coordonnées du point considéré, 
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S,,S!, 5,, T, les résultats de substitution de ces coordonnées dans, 
Ss’, Het 1’, C, et C, les cônes circonscrits à S et S’, C” le cône de 
sommet A, ayant pour directrice l’intersection de T’ par le plan P, 
polaire de A, par rapport à EX; les équations de ces cones sont 


C,=(a8,— a2?) x?+...— 2ab%, y, ry —...—0, 
] S, __æi ae a 
eee a? glee pei 5.0 x oe OD 


C’=[a(6+e+ d)X,—2a(b +ce-+-d)x?]z*+... 
—ofa(b+c+d)+ b(a+c+d)]anry—...=0. 


Comme on a identiquement 
(DA er abcd(, EE Ce Ap? = @[ 22, — (zx: a es + 331 + tt,)?] — O, 


les trois cônes font partie d’un même faisceau et ont quatre généra- 
trices communes. 

Il resterait à vérifier que la condition imposée à A, de se trouver sur 
la courbe Test suffisante pour que trois de ces génératrices soient les 
arêtes d’un tétraedre; mais je vais suivre une autre voie; en supposant 
simplement que les sommets se trouvent sur la surface T’, je vais 
chercher de nouveau les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
deux tels points soient deux sommets d’un tétraèdre répondant à la 
question, je retrouverai ainsi la courbe F. 

Soient A, et A, deux points de coordonnées æ,y,31t,, ÆoY»3oto, 
situés sur la surface T’, conjugués par rapport aX et tels de plus que 
la droite D qui les joint soit tangente aux deux surfaces S et S’, c’est- 
à-dire soit une génératrice commune aux cônes C,, C', C’; en posant 


Pre= Bale + YnYk + 2hn5k + late 
Que atntr+ OY AV RACERS dtp ty, 


Oi Ln Xj, YaYk JET: 4 En Cr 
ih a b c FA 


et introduisant les six coordonnées de la droite D, 


À = Y;53 — 3125 P=zrit—tiæs 
B= 22%; — 2133, Q=Nib— tye, 


C= 272-122, R= sit — ¢,42, 
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on peut écrire les conditions imposées aux deux points sous la forme 


2 ad A? + bdB?+ cdC? + beP? + caQ?+ abR?=0, 
Go. beA? + caB? + ab(? + adP?+ bdQ?+ cdR? =o, 
> Puso,. Tio, T=; 


nous avons vérifié que l’une des trois dernières conditions est une 
conséquence des autres. 

Soit maintenant D’ la droite conjuguée de D par rapport à ©; ses coor- 
données sont A’—P,B'—Q,C'—=R, P’=A, Q'—B,R'—C, et elle 
est tangente à S et S’; soient A,A,, A, A’ les points où elle rencontre 
respectivement les cônes C, et C, de sommets A, et A, circonscrits 
à S; nous vérifierons plus loin que A, et A,, ainsi que A, et A’ sont 
conjugués par rapport aX. Pour que D et D’ soient deux arêtes oppo- 
sées d’un tétraèdre répondant à la question il faut et il suffit alors 
que A, et A, soient confondus avec À, et A’; en effet, la condition est 
évidemment nécessaire; elle est de plus suffisante, car, si elle est 
remplie, les cônes C’ et C, de sommets A, et A,, circonscrits à S’, 
seront coupés par D’ aux mêmes points A,A,, et les six arêtes du 
tétraèdre A, A, A, A, seront tangentes à S et S’. 

Pour former la condition cherchée, nous écrirons d’abord l'équation 
tangentielle du couple de points A, A,; nous l’obtiendrons en élimi- 
nant xyst entre les équations 


Q'z—R'y— AE, 
R'a — P’z = B's, 
Pre Oe C's, 
ur it-vy +Wws+ rio, 
C= Sab eK yA)" = 0; 


les quatre premieres donnent 


x bd) ay Fe. & is t 
wB’—eC—rP’ uC’—wA’—rQ’ vA’ —wB'—rR' | uP'+rQ'+wR? 


et, apres division par Z, du résultat obtenu en remplaçant dans C, æyzt 
par les dénominateurs des fractions précédentes, on forme l’équation 


2, [2 ab (wt,—7r 32)? ]— 2 (way toy + ws trt,)[ Lab (5, b,— b, 32) (l,— 7 52)]=09, 
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de sorte que les coordonnées #373333, Vy YsFits de A, et A, sont 
fournies par 


2 2 

Le / Xv; è LA Li Lo t - 
a, 2,— —-%,8,—2 +8, -—21+2 
L3L, nt re | pa ad a Ores 

I Lan 19201 


s bals aMece Uwe td ee 4 06 Fela de eke one Paula e els We he eo NN ee ts ANR ere RS ES 


On vérifie bien que les points A, et A, sont conjugués par rapport a 2, 
car on a identiquement P,, = o. 

En intervertissant le rôle de A, et A, dans les calculs précédents on 
obtient A’ et Ai; pour que les deux couples A,A,, AA, soient con- 
fondus, i faut que les deux rapports 


Zaz,;æ; 4,9, 

ZAR EL 00 Dae 
LA 

Zax;x, 02,8, —28,S8, — 2,2, +20,:0Q;, 

“J 9 LA 

Zax, x, ~ O2, Si — 258, Ss i — 2122+ 2Q;,0', 


? 


soient égaux entre eux, et il est facile de vérifier que cette condition 
est suffisante, puisque les couples de points sont déjà conjugués par 
rapport à Z; on obtient ainsi la condition 


(4) 28,5, (2:18: — 2,81) + (2,2, — 2Q,:Q,) (2,8, — 28) =0, 


qui forme avec les précédentes (1), (2), (3) les conditions nécessaires 
et suffisantes pour l'existence d’un tétraèdre de sommets A, et A,. 

On peut les remplacer par d’autres équivalentes. Nous avons dit, en 
effet, que si A, et A, sont confondus avec A, et A,, il en est de même 
des points de rencontre de D’ avec les cônes C, et C, ; les relations 
précédentes doivent alors avoir pour conséquence celle qu’on déduit 
de (4) par le changement de S en S’, c’est-à-dire 


(a) 28,S,(2,8,—- 2,8; ) + (2,2, — 2Q,.Q),) (2,8:— 3,8,) =0, 


en excluant les cas exceptionnels où deux des rapports = =, = 
2 2 2 


dns” nl 
, 


‘< 


* 


hbhas ii dat, dé 


M OLIS Ae “7 
rt nd à eS du 


= erry 


oa me | 


7 
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seraient égaux; les relations (4) et (5) entrainent la suivante 
(6) 451528, 8) = (ZE — 2000); 


et, comme on a, d’après les équations des cônes C, et C! auxquels 
appartient le point A,, 


qe Si S2, 
Q—=S:S, 
on a, comme conséquence, 
(7) Zi: — 40.Q)1.= 


mais alors, en vertu de cette dernière relation, les équations (4) et (5) 
donnent 


2,84 (22 — 49,9!) = 3,8: (2? — 48,8"), 
2,5, (2: — 4S,S!) = 2252 (2? a 43,8)), 


et, comme on n’a pas S,S,— SS, =o, chacun des membres de ces 
deux équations doit étre nul. 

Ainsi donc la relation (4) peut être remplacée par l’ensemble des 
relations 


122— 4020,,= 0; 


qui lui sont équivalentes, des que les équations (1), (2), (3) sont sa- 
tisfaites. 
Du reste, si l’on remarque que l’on a 


(x — 4Q12Q).) (2122+ 4Q Q::Q') 
= 22: 165,5),8,9,= 2233 — 48,5,) + 48 S, (2? —4S,S;), 


on voit que la deuxième des équations (8) est une conséquence des 
deux autres. Les relations (1), (2), (3) et (8) sont ainsi les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que A, et A, soient deux sommets d’un 
tétraèdre répondant à la question. 

Nous retrouvons ainsi la surface W et la courbe T sur lesquelles 
doivent se trouver A, et A,; mais les calculs précédents n'ont pas été 
inutiles ; ils nous indiquent que si l’on a déjà choisi le point A, sur la 
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courbe I, il faut et il suffit que A, soit : 1° sur une des quatre généra- 

trices communes aux cones C,, C,, CG’; 2° sur le plan P,; 3° non seu- 
. t 

lement sur la surface W, mais sur la surface du second ordre W,, 


dont l’équation est 
Wi = 22,—40,Q,;=0 


ou bien 


Wi (ai + y2 + 33 + 2?) (2? + 7797+ P+) 


DE BS CC 
#21 4 Wr Sh So, 
a b 


— K(axx; + byyit esa + dth) ( ; a 


Des seize points de rencontre des quatre génératrices avec la sur- 
face W, quatre sont confondus avec A,, quatre sont sur la surface W,, 
et les huit autres sur la surface 


Wi = 22,+ 40,0,=0;3 
ces huit derniers sont à rejeter. 


5. Pour résoudre complètement la question, il ne reste plus qu'à 
chercher si trois des quatre génératrices communes aux cônes C,, C,, C” 
vont rencontrer le plan polaire P, sur la surface W'; c’est ce qui a lieu, 
en effet, pour trois génératrices et trois seulement, de sorte que le 
point A, est le sommet d’un tétraedre et d’un seul répondant à la ques- 
tion. 

Je vais montrer que la jacobienne du systeme des trois coniques, in- 
tersection de P, avec les surfaces C,, C;, W’, se réduit à un système de 
trois droites; ces trois coniques auront ainsi trois points communs, et 
trois seulement; pour cela, je forme d’abord le lieu des points de l’es- 
pace, dont les plans polaires par rapport à ces surfaces se coupent en 
un point du plan P,; il est donné par l'équation 
2 


2 Le Bi : 
axS,;—azx,Q, er 1 €2,—2a27,Qi—2—Q, 2, 
a 


a] Q / 1 LA a 
bySi—bnQ ES RQ yA—abnQ 22, 7: 


a à 6; 
> € ie eeyeys “1 t fe Z 
es35,—c 3,Q, Fhe Oe 5 2,—2¢3,Q,—a Qj zy 
dt S;— dt, Q ks S F0 ets adt, O' ty 
: Nt ee eae So he | Al me Qa 5.0, ty 
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ou bien, pen multipliant le premier membre par le déterminant 
À A Yi Ba (Pie 
aX, by CZ; dt, 
x En Ji a | a , 
og! a b nm d 


a(b+c+d)x b(a+c+d)y; c(a+b+d)z d(a+b+c)t 
qui n’est pas nul, et posant, de plus, . 
it b(a+c+d)yyi+c(a+b+d)z3; + d(a+b+ctt, 
fe, c=Q;, CES Pi, 
H=— 0'(S, 6—3,n) + A(S,6— Sin), 
— K= 0 (8/9—3,6)+ (8,f—S;n), 
L=2,é+ 20'2,¢ —2A’S) 6 — 203, + 28,n, 


l'équation peut s’écrire 


0 o Ha 2Sn >, 
— Se cami Si 
S’ — 0: 
S0—3n + Ba Sin a ae 
i K L 0 


Rapportée au tétraèdre définissant les coordonnées &, n, €, 0, cette 
surface du troisième ordre a un point double au point A,, et sa sec- 
tion, par le plan 0 — 0, est précisément la jacobienne cherchée des 
trois coniques du plan P,; en multipliant la deuxième ligne du déter- 
minant précédent par 4S', la troisième par 4S, etse servant de l’équa- 


tion 
Pe FER 
i on peut mettre l'équation de cette jacobienne, dans le plan =o, sous 
BS la forme 
= =e se sn 
— 4A'S, 7 Ch ee 210 Ss, = S,)n — 2A'S,6 — 0, 


L_ (OS,—A'S)n+A'SE —(O%—S,)—Sin SË+2(8E—A'S,)5—2(0, 857 
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et l’on constate qu’elle est décomposable en trois droites, obtenues en 
remplaçant dans l'équation | 


2 


(9) 2,§ — 2A8,n + 5 A’SiS = 0, 


À par chacune des racines de l’équation du troisième degré 


(10) f(A) = 8,48 — (OZ, —S,)2?— (92, — A'S) )A + A'S, = 0. 


Le problème est ainsi complètement résolu; tout point A, de la 
courbe T du huitième ordre est le sommet d’un tétraedre A,A,A,A,, 
et d’un seul; les autres sommets sont les sommets du triangle défini, 
dans le plan 0 —P,— 0, par les équations (9) et (10). 


6. Ces équations permettent d'exprimer les coordonnées des trois 
autres sommets au moyen de celles du premier; ce sont, en effet, les 
pôles par rapport à & des trois plans passant par le point A, et chacune 
des droites (9); chacun de ces plans a pour équation 


4 4 ! 
(11) 2B E—48in+ 47 SiC+3,(1— 5) 0 =o, 


et l’équation tangentielle de son pôle par rapport à Z s’obtient en rem- 
plaçant respectivement x, y, 3, ¢ paru,¢, w, r; il en résulte que les 
coordonnées d’un sommet tel que A, sont fournies par la formule 


La = A'S A’ 
(12) Paa(b+e+a)3,—ha8ir+4—= +3,(1=5), 
et par des formules analogues pour a Footy 2. 
Va Sats 


Les coordonnées des plans des faces sont fournies par des équations 
identiques aux précédentes; celles des arétes s’en déduisent immédia- 
tement; une droite telle que A, A, a pour coordonnées 


: h 
A= (D —e) yis| — (a+ d)Zi+4S'2 ESS | 


(13) 
B=(c—a)s,2,| — 2(b+d)2,+ 4812 + des, | 
À 
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les trois arétes issues du point A, étant ainsi déterminées, les trois 
autres sont leurs conjuguées par rapport à X, et il suffit de changer 
A, B, C, P,Q,R en P’, Q’, R’, A’, BY, C’ pour avoir leurs coordonnées. 


7. Les résultats précédents se présentent sous une forme plus simple 
en exprimant les coordonnées du point A, en fonction d’un paramètre ; 
les points de la courbe I sont donnés par l’intersection des trois qua- 
driques 
| 25-2 p,S1= 0, 

2 + at So; 
P1 
TS 6, 


lorsque p, varie; ce qui donne pour déterminer les coordonnées du 
point A, les formules 


w= a(b—e)(e—d)(d— [me TE + 2a(d+0+ a], 


(14) yi=b(e—d)(d—ay(a—e)| ppb" + ab(e+d+a)], 


frat ies |S) Rs ouiei es MeMe Gs) le tiv lel eee sie tels ao lale se) ele ere ob 2 » wie «4 0e 0 ee se 0% se ee de 


A chaque valeur de p, correspondent huit points de la courbe I, 
formant par rapport au tétraedre de référence primitif une figure 
analogue à celle des centres des spheres tangentes aux quatre faces; 
chacun de ces points est le sommet d’un tétraèdre défini par les équa- 
tions suivantes, déduites des relations (10) et (12) par l'introduction 
du paramètre p,, 


(10)! 9 (A) = A? + (2@p, + Apt) (20'p, + A/)2+ Alp? =o, 
À < A’ 
ou), 


(12)! LA Pi ah; 


où A,(t= 2, 3,4) sont les trois racines de l'équation g(A)= 0; à 
chacun des huit points fournis par (14) correspond ainsi un tétraèdre, 
les sommets des huit tétraèdres formant quatre figures analogues à 
celle que déterminent les huit points A,. | 
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Si l’on considère le groupe des huit tétraèdres associés, les sommets 
A,, A,, A, sont déterminés par des valeurs p,, p3, p, du paramètre p 
A À . . 205; -; , 
liées à 9, par une relation simple; comme on a p;=—- il en résulte 
2 


l'équation suivante, qui se déduit des précédentes, 

i= PiPi VEN HA 
de sorte que p,, Ps, p, sont racines de l'équation bicubique symétrique 
(15) Ap?p?(pi+ pi) + 20p} pi + 20'p;pi+ A'(pit pi) = 0. 


On peut remarquer que si l’on a calculé une racine p, de cette équa- 
tion, les deux autres p, et p, sont données par une équation à coelfi- 
cients symétriques en p, et p; 


(16) Appipe(p + pit pa) + 2@ pp1p: — A'— 0. 


8. Tétraèdres limites. — Ils sont de deux sortes : 
1° Si l’une des racines p,, 03, p, devient égale à p,, sans être nulle 
ni infinie, p, est une des racines de l’équation discriminante 


Apt+ @p? + @’p + A'— 0, 


et a l’une des valeurs — a, —b, —c, — d; si l’on suppose par exemple 
Pi Poa = — @, on a alors 


vi=—(a—b)(a—c)(a—d)(b—c)(e—d)(d— b), 
Yi= b(b—a)(a—c)(c—d)(d— a)(c+d), 
3i= c(c—a)(a—b)(b—d)(d— a)(b + d), 
ti= d(d—a)(a—b)(b—c)(c—a)(b+c), 


ou bien 
x} # y} 
—(b—c)(c—d)(d—b)  b(c—d)(c+d) 
3? a9 


e(d—b)(d+b)~ d(b—c)(b +e)’ 


mais, bien que p, soit égal à 9,, les points A, et A, ne sont pas confon- 
dus, car les formules (12)’ donnent 
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mais On a æ, = 0, æ,— 0, de sorte que les deux sommets A,, A, sont 
dans une face du tétraèdre de référence, et le point A, est conjugué 
de À, par rapport à cette face et au sommet opposé; les huit tétraèdres 
se réduisent à quatre tétraèdres doubles. 

2° Le cas le plus important est celui où 9, est nul ou infini. 

Si p, = 0, une autre valeur p, par exemple est aussi nulle, p, et 9, 
sont infinis; les points A, et A, sont confondus en un des huit points 
de rencontre des surfaces X, S et T’, et les points A, et A, confondus 
en un point correspondant, intersection de 3, S’ et T’; on a alors 


æi ie vt 
(b—c)(e—d)(d— D) — (a—e)(e— d)(d—a) 
= 2! AE: 02 
(a—b)(b—d)(d— a) (a—b)(b—c)(c—a)’ 
La — Li, Y2= V1 Z2— F1, f=, 
HL, XL, — aX, Y3 — Va — by 23 — En —= C31, i i Wine 


Le tétraèdre se réduit à deux droites simples A, A,, A,A,, et à une 
droite quadruple A, A;, que l’on vérifie être une génératrice de la sur- 
face Z. 

On a ainsi huit tétraedres limites dont les droites quadruples con- 
stituent huit génératrices particulières de X, limitées aux points où 
elles rencontrent les surfaces S et S’ auxquelles elles sont tangentes. 
Chacune de ces huit génératrices est rencontrée par quatre autres aux 
points où elle perce les faces du tétraèdre de référence; par exemple, 
celle qui est issue du point (x,,y,,3,,4,) rencontre celles qui sont 
pisses den Li), (ise Vis si Li), (dis Yo —2,,1,), 
(dy, Vis 1, — t,)3 il y a donc quatre génératrices d’un système et 
quatre de l’autre. 

Ces résultats s’obtiennent aussi géométriquement : si A, et A, sont 
confondus, le plan A,A,A, conjugué de A, est tangent à 3, et A, 
appartient à cette surface, donc est un point commun à &, T’etS ous’. 

S'il est sur S, A, A, et A, A, sont dans le plan tangent à &, et aussi 
dans le plan tangent à S; elles sont dès lors confondues et, comme 
elles sont conjuguées par rapport à &, elles constituent une génératrice 
de cette surface, tangente à S en A, et à S’ en un point où sont réunis 
A, et A,; on peut ajouter que À, A, est la tangente à la courbe Let est 
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l'intersection des plans tangents à S et T’, de même A, A, est tangente 
aS’ et T’; le plan A, A, A, est le plan tangent a Sen A, etle plan A, A, A, 


le plan tangent 4X en A,. 
Comme il y a quatre génératrices de chaque système de  tangentes 


à S, il y a huit tétraèdres limites. 


LE 


9. Le résultat le plus important des recherches précédentes est la 
relation 


(15) Ap}p?(p; + p1) + 2007 pi + 20'pipi + A'(pi+ pi) =0, 


qui existe entre les paramètres de deux sommets d’un tétraèdre ; nous 
allons en déduire une représentation de ces paramètres au moyen de 
fonctions hyperelliptiques. 

La relation précédente est de genre deux; la courbe représentative 
se transforme en une courbe hyperelliptique à l’aide d’une transfor- 
mation Cremona; si l’on pose, en effet, 


Pipi— X, 


e, ete; ont une somme déterminée par l'équation (15); ils sont racines 


de l’équation 
,, 2(8X+0'X) 
FOOTAXETEAT 


p+X—o, 


et ont pour valeurs 
__ (EX?+6'X)+VR(X) 
AX? + A’ : 


ou 
R(X) =— X(AX?-+4 A’)?+ (@X2+4 OX)? 
XX EX oh) (KX eX oe 


e s'exprime ainsi par un radical portant sur un polynome du cinquième 
degré; on peut poser 


X= pipi, 
Y = VR(X) = p1 (Ap? 9? + A’) + (Op? p2 + ’0,0,), 
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ce qui fournit une transformation rationnelle réversible ; on a, en effet, 
inversement 


(17) ee ee Oe 
en Se Cain 


et la courbe primitive se change en la courbe hyperelliptique 
(18) ME X(X = a?) (X — B)(X — 0) (X = d'). 


Construisons la surface de Riemann à deux feuillets sur laquelle est 
représentée la fonction Y; elle a comme points de ramification les 
points o, 2%, a?, b?, c? et d?. 

Nous Supposerons dans ce qui suit que les racines a, b, c, d du dis- 
criminant sont réelles, deux positives et deux négatives, de sorte que 
a’, b*, c*, d* sont positifs et que les racines de AX? + A’= o sont ima- 
ginaires, de la forme +7 Vabcd; les raisonnements s’appliqueraient 
au cas général, sans modification sensible, mais la figure est plus 
simple dans le cas particulier considéré, 

Je trace les coupures (0, a?), (b?, c?), (d?—) (fig. 1) de la 


- 


même manière que celles qui sont indiquées dans le savant Mémoire 
de M. Appell ('), p. 87 et 89. 

Ce seront les lignes de réunion des deux feuillets, et je rends la sur- 
face simplement connexe par les coupures @,, &;, bos et e,* en 


(1) Appetit, Sur les intégrales des fonctions à multiplicateurs etc. Mémoire couronné 
par S. M. le roi de Suède (Acta mathematica, t. XUT). 
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convenant de prendre le radical R(X) réel et positif sur le segment 
(o, — 0) du feuillet supérieur, on a sur l’axe ox les valeurs suivantes 
du radical, où S’ désigne une quantité variable, réelle et positive : 


Feuillets 
A —— 
supérieur. inférieur. 
! ! 
Di Ov rene S — $ 
"EU ja 
— is 
ORL RP AO ENTE CO OF is 
A DA RE ee eut —$ S 
LA Or LE 0 CU OT: iS’ — is" 
| 4 EE) LA 
FT FAC RE eee een 8 S 
PRE OC da ere de ete tS —is 


10. En posant, avec Neumann ('), 


x x 7 
dX X dx 
Wie, a Wear =, 
0 “0 


les modules de périodicité A et B le long des coupures a et b s’ex- 
priment par des intégrales définies prises sur le feuillet supérieur, 
et sont 


e? a 
An=af dW ik"; An=a f dW,= iA‘, 
be 0 


d? —æ 
Bu=a f dW,= Bias Bio f dW,=— B;,, 
ec 0 


ce? 


eee for Wee Su An=2f  dW,= iA‘, 
be 0 


ad? = 

RO D Bee Ba f AW - 
c? 0 

où les lettres accentuées désignent des quantités réelles et positives. 

Les intégrales normales sont 


X # ? 
m= hWit RW f Seek 
0 


I ae Uk ek 


W9 — (4 W, + te w= Y 


0 


(1) Neumann, Vorlesungen über Riemann’s Theorie der abel’schen Integrale, Com- 
parez pour ce qui suit 2° éditions p. 248 et 360. 


V2 
N 


\ 
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D£, — TEAS, Dk, =— riA;, 
DE =— riA:;, - D 2 — TiAu, 
Dr Ais A3 — As Agi, 


et ont pour modules de périodicité 


2 Aa By A Bai 


A1 — Ti, di — 0, Or D 3 


q An Bar Se Ar By, 


a3 — 0, Gsa— Tt, Con 1180 - D 4 


lean: ee 


Ae eee 


En introduisant les quantités A’ et B’, on constate que les modules b 
sont réels, et, en s’appuyant sur ce que la forme b,,2?+ 26,,xy + b,,y? 
est constamment négative, on trouve que #, et /, sont des quantités 
réelles et positives, £, et 4, des quantités réelles et négatives, résultat 
analogue à celui de M. Appell (Mémoire cité, p. 90). 

Les valeurs des intégrales pour les points de ramification sont (Neu- 
mann, p. 360) : 


(0) —o, HO) 0, 
w,(a*) —o, wA(a?) — ©, 

(8?) = TRE > (6?) > 
wi) —— — aa CC) me us: ae ae be 
(a?) a wa(d) = ess 
Ho) as W,(— 0) =— Fe. 


les quantités K de Riemann sont (p. 367) 
Ti bi 
K, = #,(— co) — #,(c?) — w,(a?) = cer 2 


ba 
GET) 
2 


K,= #,(— 0) —m5(c2)— w, (a?) = — 


et ce sont précisément, puisque p = 2, les constantes qu'il faut ajouter 
aux intégrales æ, et #, pour appliquer les formules d’inversion; on 
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pourra donc, en remarquant que 2K,=o0, 2K,—0, appliquer immé- 
diatement ces formules, en posant 

w,(X,) + ,(X_) + 2K, = w,(X,) +m(X)= uw, 

W(X.) + #(X2) +2K = w2,(X,) + m(X2) = Ua3 


X, et X, sont fournis par deux des trois formules suivantes (p. 374) : 


FS bi +b Ti  by+d, 
(a, a By uy + a 2\ 


TE by +b by, + Da 
Be (a+ + Sue Os a Us +e 22 


(X,— a?) (X,—d?) =V(e'— a) (@— @&) /— AE) 


RENE ++) 
oo a) (X.— a?) = VE 2 q?) 1 7 ? = 


‘ \ 2 
X,) 2 (a+ = RL Ua + =) 
2 2 
2 Dis TL Das 
(Xi — ce?) (X,— €?) Vee = Ay aes (ur Sh MS Te OR 
= the CR | 2 2 2 > ° 
(X, — 67) (X.— B) e@— VV Bid # (m+ ay = ee _ 


Nous emploierons la notation des cars enietid ues de Weber ('); en 
donnant aux limites X,, X, des valeurs égales à 0, a2, b?, c?, d? où —, 
et faisant usage des relations entre les fonctions 3 pour des arguments 
quelconques et des arguments nuls, on peut exprimer rationnellement 
les radicaux, et déterminer a’, b?, c? en fonction de d?: on obtient 


2 00 2 0 Q 2 
00 10 
TE LRO 
Lans (se) (ey) 
Sua FEES 
a 32 
1 ihe | (os) 
(Dee) 
Cages 0 oO ome) 
d Ae CAE 
O0 O 00 


(1) Consulter, a ce sujet, Krazer, Theorie der zw eifachunendlichen Thetareihen, en 
particulier les formulés (II), p. 41, (IIL), p. 43 et 47. 


gp 
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où les arguments sont nuls, et en outre 


. 2 10 RON Ont 10 
ae avi ARE à (18) (wus) 
OO \ 2.70.0 11 Ur : 
| eae 6 Sea (1 RICA 

ue ON ET O 0 10 
Me a)” eles de af 7) Gus) 
a& a 0 1 ot Du LA ’ 
er 2 oa 3715) (ea) 

1 O O0 oO 2 i QE OPE 
(Mao oy DBC RC 1) BC 1) ten 
d* à H0\.. PO 10 ag ; 
ooo) i) ee (ty Ug) 


ET 


les fonctions dont les arguments ne sont pas nuls sont les six fonc- 
a. tions 3 impaires ('). 


2 Io 2 oo LU 
ie le 1e JE Fi 
d* rs : 
(0 ü ae oO oe O a + Cas 
¢ no 0 O oo re} 
Ss oo) 100 MAMIE 
ce (X,— 4d") (X,—d?) oe “ )5 if de 1 i : ie I Jug 
— SEE I I 
“#8 0 0 I O 00 


_ 11. Cela posé, pour exprimer p, et p; en fonction d’un paramètre, 
on supposera X,X, = 0, ce qui établit entre w, et w, la relation 


(19) APNICOES 


4 la variable restante X non nulle s’exprime en fonction hyperelliptique 
de wu, et u,; Y est une fonction uniforme de X sur la surface de Rie- 


#2 mann; les formules (17) donnent alors p, et 9; en fonction des deux 
a paramètres w, et w, liés par la relation précédente. 

Zz = 

: a (1) Les premiers membres peuvent aussi s’exprimer au moyen des fonctions ¢. Con- 
Re sultez SraupE, Thetafunctionen zweier Veranderliche (Mathematische Annalen, Bd. 24, 
x p. 281). 
“4 

4 

3s 

2 


ee 
." 
7 


À » 
RE 
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Au lieu de calculer Y en fonction de w, et u,, il est préférable d’em- 
ployer le théoreme d’Abel. Coupons la courbe hyperelliptique 


Yi X(X—@)(X —Bh)(X = C)(X A=, 
par la courbe représentée par l'équation (17), 
Y=0X:+ 0'X +p,(AX?+ A’); 


il existe deux points communs fixes, quel que soit p,, donnés par 
AX? + A'— 0, et trois points d’intersection variables dont les abscisses 


sont données par 
(20) AX3+ (p?A + 2p,0)X?+ (A’+ 2p,0')X + pj A’=0. 


C’est précisément l’équation (10) dont les racines sont les valeurs 
Ae, Ag, A, Qui nous ont servi à déterminer les sommets A,, A,, A, du 
tétraèdre en fonction de p,, et satisfont aux relations A; = p,p;; nous 
désignerons encore par Ag, A3, A, les abscisses fournies par l’équa- 
tion (20). Ce sont des fonctions de p, qui, pour p, = 0, se réduisent 
respectivement à o, 7VA’ et — iA’ et, pour p, infini, se réduisent à 
20, iVA' et — 2 YA’; mais si l’on se reporte à l’équation (17), et si l’on 
fait varier X d’une manière continue depuis une valeur réelle négative 
jusqu’à l’une ou l’autre des valeurs + :VA', on vérifie facilement que, 
pour que p, devienne nul, il faut faire suivre à X des chemins situés 
sur un même feuillet de la surface de Riemann, et pour qu’il devienne 
infini, il faut faire suivre à la variable des chemins situés tous deux 
sur l’autre feuillet. 

Cela posé, le théorème d’Abel donne, en faisant varier p, à partir de 
zéro, et prenant les points d’affixe + 7VA’ sur le feuillet convenable, 

À s he 


IE div, + diw, + dw,= 0, 
u iVA ke —i var 
ds As À 
be dw; +f dw, +f dw,=o, 
: iVA —ivA 
ou bien 
À As Xe 0 ,0 
(21) Je aw, + f dw, +f doy=— f au [ div, 
É ne i A —i va 


et de même pour dw. 


° 
Le 
“ae 
«i 


cd 
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Faisons maintenant varier 9, par une suite quelconque de valeurs 
de o à 00, en évitant cependant les valeurs qui annuleraient le discri- 
minant de l’équation (20) et les valeurs —a, — b, —c, — d, pour 
lesquelles l’une des racines A,, Aj, À, est égale da’, b?, c? oud? (n° 8); 
pour p, = 0, l’une des racines est nulle, et les autres égales à + 1A’ 
sur un certain feuillet; pour 9, = +, l’une des racines devient infinie, 
les deux autres égales à + : VA sur un feuillet différent du premier; 
pour cette variation de ,, on a, aux multiples près de périodes simul- 


tanées, 
b 0 0 
Wi(— 00) =— = seh du f a) 


iv A’ Fait 


b | ) 
BAC) = dw, + dw, |, 
a 2 
"ia VA 


—À 


où les seconds membres ont la signification qu'ils possèdent dans 
l'équation (21); on en déduit qu’on peut remplacer cette dernière et 
l'équation analogue par 


À da Paks b 
ip dw, + f dw, +f AP = 0, 
0 0 0 4 
Ae de Xs b 
fe ds5 +f dw; +f diye 2 axa. 
0 0 0 of 


En introduisant la limite À, = 0, posons 


Xo he As dy by 
if dw, +f deu, 1 dw, +f dw,=— u,— Fe 
0 0 0 0 1 

Xo LE ho Me Des 
ie dv, +f dit, i dw, +f dws= — Uz, — —; 
0 0 40 0 a 


soient F(«,,w,) et D(u,, u,) les fonctions hyperelliptiques exprimées 
au moyen des fonctions $ et donnant le produit et la somme des limites 
des intégrales, d’après les formules d’inversion du n° 10; on aura 


(22) 


= Dis bas 
Nod 0 = F( 4, te), NF ( Uy oe Us ale 
(23) rf i 
Rot Ag = Ag = O( uy; U2), A, +A, = D el ee = ve me 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. — Déceunre 1895 49 
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On a ainsi, avec la condition F(u,,u,) = 0, identique a 


10 
2() uae 


les expressions de Ay, A; et A, en fonction des deux variables w,, u, 
liées par la relation précédente; pour obtenir les valeurs des para- 
metres p au moyen des mémes variables, nous remarquerons que l’é- 
quation (20) donne, entre les coefficients et les racines, les relations 


| Apt +20p=— A(z + + À), 
(24) 20" p, + A’= A(AgA3 + ody + Ask), 
tpt ——— Ahehgy- 


L’élimination de p, entre ces équations conduirait aux expressions 
de A, A, et A, + A, en fonction de A, ou de uw, et u,; elle donnerait lieu 
à un théorème particulier d’addition des fonctions F et ®; l’une des 
équations précédentes donne p, lui-même; on a par exemple 


| 20'p, + A'—AQD(u,, us) D (— uy, — be, — Ugo — 2) 
4 4 


(25) ( b ’ 
| aKa aaa =). 

Remarquons en passant que, si l’on fait A, = 0, wu, et u, sont nuls; 

onap,—0, A, =7yA’, À; =— yd’, de sorte que l’on peut écrire les 


relations particulières 


F et ® étant des fonctions paires s’exprimant par les carrés des fonc- 


tions à J impaires. 
Ayant ainsi exprimé p, en fonction des deux variables w,, #, non in- 


dépendantes, on a 


et les équations (14)et(12) donnent tous les éléments des tétraèdres 
successifs en fonction de u, etu,. On peut ajouter que, pour u, = 0, 
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u,= 0, on obtient un tétraèdre limite où les sommets A, et A, sont 
confondus (n° 8). 

Dans les formules (22) et (23) À, désigne l’une quelconque des 
trois racines A,, À,, A,; cela signifie que, si l’on cherche à déterminer 
un couple de valeurs de variables satisfaisant à l'équation F(u,, u,) =o 
et à l’équation (25), où p, est supposé donné, on trouve, aux multiples 
pres de périodes simultanées, trois systèmes distincts que j'appelle 
(Uy, U2), (Ps, 2), (rs, Po), tels que l’on ait 


k=®(u, U2), A3= O( my, Pa) A= D(r:, l'a) 


de sorte que 


ee)" nee) 


Pa p HO) 


4 ) 


Pi Pa a Pi 


ils satisfont, d’après le théorème d’Abel, aux relations 


Ur 

VE ai Eu or Fe — O0, 
4 
Do» 

Un Vo Ts À 0 


et donnent lieu à des identités que l’on obtient en comparant les 
valeurs des seconds membres des équations (24) pour chacun des 
trois systèmes de variables. 


12. Soit (u,, u,) un couple de valeurs des variables donnant lieu à 
une valeur de p, tirée de l'équation (25) et à des valeurs correspon- 
dantes de À,, À,, À, tirées de (23); j'appelle A, A, A, A, le tétraèdre 
ainsi formé, où A; correspond a p;; en réalité, il existe huit pointstels. 
que À, et huit tétraèdres, mais on ne peut les séparer les uns des 
autres dans ke calcul actuel. 

Je cherche un système de valeurs (w,, w,) tel que la valeur ¢, corres- 
pondante donne pour A, un point confondu avec l’un des huit som- 
mets A, des tétraèdres précédents; si A’ est confondu avec un de ces huit 
points, le tétraèdre A’ A A’ A’ est identique à A,A,A,A, car chaque 
point de la courbe l'est le sommet d’un tétraèdre et d’un seul; parmi 
les trois couples de variables (&,,u,), (%,, #,), is 7)» je choisis celui 
pour lequel A’, se confond avec A,, et A,, À, avec A,, À,; je suppose 
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que ce soit le couple (,, u,); alors, d'après la manière dont p; s’ex- 
prime au moyen des coordonnées de A;, on doit avoir 


Pi=Pa Pr Po Pa—=Par Ps = Pv» 

de sorte que 

N= Pi P2 = Papa ay 

2s = P's = Paha» 

Mi, = Pi Pa = Papa 
De l'égalité X, = A, résulte que F(w,,w,) et (uw, u,) ont les mêmes 
valeurs que F(u,, u,) et D(u,, u,); il en est de même des carrés de 
toutes les fonctions S impaires, qui peuvent s’exprimer au moyen de F 
et ®; donc on doit avoir, d’après un théorème connu ('), 


u,= + u,, u, = + W, 
les signes supérieurs étant pris ensemble, ainsi que les signes infé- 
rieurs ; on doit prendre ici 


LA ! 
l= — Uy, u, =— Uy. 


Les deux autres équations donnent 


“7 ne kg Az AsAy A” 

As A, = PaPsaPr — a == Mie 

= ha (Ag+ Ay) M ec A'(À;+ À) 
a pi dé Ad; A, i 


A + Ay = p2(Ps + ps) 
ce qui conduit aux relations suivantes, tant que F(u,, u,) =o: 


7 15 » Das 9 : 
A? (eu — wae Us — À) F(— Uy — GER — Us — Æ)= Aa 
l 4 


Ainsi donc l’un des couples de variables relatives au sommet A, du 
tétraèdre primitif est égal à (— «,, — u,); on verrait de même que 
si (ui, u,) est le couple correspondant au sommet A,, tel que si 


(1) Krause, Die Transformation der hyperelliptischen Functionen, p. 68. 


et enfin si 


la manière suivante : 
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Ai =A, on ait A’ — À,, il est donné par 


Wea! ye 
Uae it Boy a (by 


Ue 


: #3) est le couple correspondant au sommet À, tel que 
AL = A,, va A, il est donné par 


i ee = Nie = a 
ni; Us —— To. 


. La relation bicubique (15) entre p, et 9, peut alors s’interpréter de 


F(u,,u,)et®(u,,u,) étant les deux fonctions hyperelliptiques dont 
on a parlé, il existe trois couples de valeurs des variables satisfaisant 


aux relations 
F( uy, Uy) 0; 


20%) + AA Du, 3) @(— wi — 8, ue) 
+AF(— UP “æ, ES ue), 


et donnant à ®(u,, u,) des valeurs distinctes; si (u,, w:), (V3, #2) 
(rs, T,) sont ces trois couples, on aura les trois racines de !’équation 
bicubique en remplaçant (u,, v,) par (—u,, —u;), (—%, — %)s 
(—r,, —r,) dans la valeur de 9,. 

En d’autres termes, la relation (15) résulte de Vélimination de. 
(u,, u,) entre les trois équations 


4 


E(w, es = On 


20/0148 = AOU 14) ®(— wee “i, ur 2 


+AF(—u— 2, — Ua — 


j h 
Do» 
: 20'p;+ A'—AD(— uw, 1) ®( = re Ua — j ) 
inp by» 
Ar (a Fu Uo— i ) 
SS BF SS 
; 4 
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LOUIS PASTEUR, 


Par M. E. DUCLAUX. 


Au moment où j'écris ces lignes, notre deuil est encore trop récent 
pour que je puisse songer à tracer de Pasteur un portrait digne du mo- 
dèle. I faut avoir l’esprit tout à fait libre et pouvoir surveiller de près 
sa plume quand on veut parler comme il convient d’un homme tel que 


lui. Tout ce qu’il m’est permis d’essayer, c’est de le montrer tel que je 


l’ai vu au cours de nos trente ans de relations de maître à élève, de 
maitre affectueux à élève respectueux et reconnaissant. 

Lorsque je suis entré dans son laboratoire en 1862, il n’était pas 
encore célèbre. Ses travaux de cristallographie avaient mis son nom 
en vedette dans le monde des savants; ses expériences sur les géné- 
rations spontanées l’avaient un peu fait connaître du grand public. 
Mais il y avait loin de 1a aux acclamations qui ont retenti depuis, à la 
pompe du soixante-dixième anniversaire de sa naissance, au recueil- 
lement universel qui vient de saluer son cercueil. Ce sera faire de Pas- 
teur un rare éloge que de dire qu’il est toujours resté le méme, et que 
s’il a mis un légitime orgueil à voir ainsi grandir le nom qu'il tenait 
de ses aïeux, il n’en a jamais montré la moindre vanité. Jusqu’au jour 
de sa mort, il est resté doux, simple et aimant. 

C’est qu'il a toujours regardé plus loin que lui, dans ses recherches 
et dans ses découvertes; c’est qu’il a été aussi impersonnel qu’on peut 
l'être dans des travaux auxquels on se livre tout entier. Ses parents 
avaient réussi à donner un idéal à sa vie. De ces parents, il a toujours 
parlé avec l'accent de la plus vive reconnaissance, et tout récemment 
encore, lors de la pose d’une pierre commémorative sur la maison de 
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Dole où il était né, il ne pouvait retenir ses larmes en évoquant leur 
souvenir: « O mon père et ma mère, s’écriait-il, 6 mes chers disparus, 
qui avez si modestement vécu dans cette petite maison, c’est à vous 
que je dois tout! » Ce n’était pas seulement son cœur qui parlait dans 
ce touchant hommage, ou plutôt, sans qu’il s’en doutat peut-être lui- 
même, son cœur avait raison, car c'était de ses parents qu'il tenait un 
des côtés les plus nobles de son caractère, la subordination de la per- 
sonne à l’idée, l'oubli de soi quand un intérêt supérieur commande. 

Son père avait eu une carrière des plus modestes. Il avait été soldat 
dans les dernières années de l’Empire, et, décoré sur le champ de ba- 
taille, licencié en 1815, il était devenu tanneur, petit tanneur, peu 
habile aux affaires, qui ne l’intéressaient pas, mais rude travailleur 
dans un rude métier : c'était un opiniâtre. Ce soldat de 1815 conserva 
toute sa vie la foi et les ardeurs généreuses d’un volontaire de la Répu- 
blique, avec cette différence pourtant qu’il personnifiait dans l’Empe- 
reur la gloire de la patrie, et que le retour des Bourbons lui avait paru 
un écroulement. Dans une si modeste situation et avec de telles idées, 
il ne pouvait être qu’un homme de sourde opposition. Mais l’importance 
n’est pas ce qu'il fut, c’est la façon dont il le fut. 

L'idée de la patrie vaincue et humiliée, de son relèvement nécessaire, 
des efforts à faire pour la remettre sur pied, du dévouement que tous 
étaient tenus d'apporter à cette grande tâche, voilà les premières im- 
pressions qu’ait reçues le cerveau de Pasteur enfant; et comme le père 
les ramenaitconstamment, sous toutesles formes, avec une obstination 
toute pareille à celle qu’il mettait dans son labeur journalier, comme 
sa vie tout entière était d'accord avec sa parole, son influence a eu la 
puissance de pénétration d’une pluie de printemps. La vie de son fils 
en est restée imprégnée, et voilà pourquoi Pasteur n’a jamais vu dans 
ses premiers essais, dans son nom grandissant, dans sa gloire finale, 
autre chose qu’une satisfaction de plus en plus complète donnée à son 
patriotisme. | 

« La science n’a pas de patrie, disait-il dans un toast porté à Milan, 
mais les savants en ont une »; il ne l’a jamais oublié. Il en avait fait 
sa souveraine, sa grande inspiratrice. C’est elle qu'il servait, sans au- 
cune préoccupation d'intérêt personnel, dans ses recherches sur les 
vins, dans les fatigantes études sur la maladie des vers à soie, qui 
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lui ont coûté sa santé. C'est pour elle qu’au lendemain del’ Année ter- 
rible il se mettait à l’œuvre pour essayer d'enlever à l'Allemagne sa 
supériorité dans la fabrication de la bière. « J'ai la tête pleine des plus 
beaux projets de travaux, m’écrivait-il d’Arbois le 29 mars 1871. La 
guerre a mis mon cerveau en jachère. Je suis prêt pour de nouvelles 
productions. Pauvre France, chère patrie, que ne puis-je contribuer 
à te relever de tes désastres! » On sait les satisfactions profondes que 
lui réservait sur ce point l'avenir. Il goûta le plaisir d’entendre dire 
par Huxley que ses travaux avaient plus rapporté à la France que 
n'avait coûté l'indemnité de guerre; il savoura le bonheur plus grand 
d'avoir donné à son pays les découvertes sur les virus, les vaccins et le 
traitement antirabique. 


Mais le patriotisme ne suffit pas à donner du génie, ni même du ta- 
lent : il les ennoblit quand il les accompagne. De quels éléments était 
faite, chez Pasteur, cette perspicacité géniale dont il a donné tant de 
preuves ? 

Assurément, rien n’est plus difficile que de dire en quoi consiste le 
génie. D'où vient l'instinct qui arrétait au niveau voulu le ciseau de 
Michel-Ange, qui faisait passer ici et non là le pinceau de Raphaël ou 
du grand Léonard? D’ot part l'intuition secrète qui, dans un labora- 
toire, révèle au savant l’affleurement d’un filon généreux, etl’empêche 
d’user sans profit ses outils sur la roche? Il n’y a évidemment pas de 
formule unique pour des actes si divers; et lorsque Victor Hugo répon- 
dait à Pasteur, qui lui faisait une visite de candidat : « Que feriez-vous 
si je me présentais à l’Académie des Sciences? » il donnait une forme 
palpable et pressante à cette notion de pure arithmétique, que toutes 
les grandeurs ne sont pas comparables. J'ai peine à croire, du reste, 
que le poète ait jamais bien compris le savant, car, dans les sciences, 
le génie, lorsqu'il apparaît, me semble résulter bien plus d’une pon- 
dération entre les facultés de l’esprit que du développement surabon- 
dant de l’une d'elles. 

Encore le mot de pondération n'est-il pas le mot Juste, parce que 
l’idée d'équilibre implique d'ordinaire l’idée de repos. Il faut chercher 
une image plus précise. Deux pierres qui tombent en même temps 
dans une nappe d’eau tranquille déterminent à la surface deux systèmes 
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d'ondes circulaires qui se rejoignent bientôt et agissent les unes sur 
les autres là où elles se rencontrent. Sur les points où passent simul- 
tanément les dos de deux de ces petites vagues, l’eau se relève beau- 
coup plus qu’elle ne le ferait pour chacune d'elles; elle se creuse 
beaucoup plus là où les creux de deux de ces vagues viennent coinci- 
der. Par contre, elle reste en parfait repos là ou passent à la fois le 
creux d’une onde et le dos d’une autre onde pareille. C’est ce que les 
physiciens appellent une interference. De même il me paraît que, dans 
le cerveau du savant, il y a deux forces principales, toujours en action, 
qui doivent tantôt s’exalter mutuellement et tantôt se réduire à l’im- 
puissance. Il faut que le savant ait de l’imagination et soit poète à de 
certaines heures. Il faut qu’à de certaines autres il descende des hau- 
teurs, qu'il prenne humblement la livrée de l'expérience et dise à son 


tour : 
Je m'appelle Ruy Blas, et ne suis qu'un valet. 


Dans les Sciences expérimentales, l'imagination, qui s'applique à 
l'étude de faits concrets, débute par un acte de foi, ou de défiance, ce 
qui est au fond la même chose. Brusquement parfois, sans aucun tra- 
vail apparent de critique, tout un coin de la Science semble se plonger 
dans l’ombre, ou, au contraire, se baigner d’une lumière imprévue. 
Certaines vérités acceptées semblent tout à coup contestables; d’autres, 
méconnues, protestent confusément. L’imagination se met en branle. 
En remplaçant par des éléments qu’elle accepte comme vrais ceux dont 
elle suppose l’inexactitude, elle se fait une nouvelle représentation | 
des choses, en général plus simple que l’ancienne, et avec laquelle elle 
satisfait momentanément ce désir de clarté qui est au fond de l’ame 
humaine. 

Une fois qu’elle a créé cette vision intérieure, son rôle est terminé. 
Il faut qu’elle disparaisse tout de suite de la scène, qu’elle remplirait 
de trompeuses lueurs. Le role du laboratoire commence. Il faut que le 
savant soumette à l'expérience cette idée lumineuse qui lui a traversé 
l'esprit, et qui parfois l’a ébloui, comme si elle lui venait de quelqu’un 
en qui il n'aurait aucune confiance. Il faut qu'il la traite en ennemie. 
Je ne saurais cacher que le pas est difficile. Beaucoup ne le franchissent 
pas et restent du côté du mirage, soit que leur imagination soit trop 
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puissante, soit que leur éducation expérimentale soit sans vertu. Un 
des systèmes d'ondes de leur cerveau l'emporte, et rien ne peut en 
éteindre la vibration. 

Je n'ai aucun mérite à esquisser ainsi cette analyse de l'esprit d’in- 
vention, car je ne fais que résumer et synthétiser l’histoire de Pasteur 
dans la plupart de ses découvertes. Chez lui, l'imagination figuratrice 
était puissante, et toujours en éveil. Il semble avoir tenu cette faculté 
de sa mère, queje n’ai pas connue, mais qui, autant que j’ai pu le voir 
par les souvenirs qu’elle a laissés autour d’elle et chez les siens, était 
prompte à l'enthousiasme. Elle représentait un peu le rêve dans une 
famille où le père représentait la conviction solidement assise et la 
ténacité. Père et mère sont représentés dans l’œuvre du fils : il suffit, 
pour s’en convaincre, de deux ou trois exemples. 


Prenons pour cela le premier travail de Pasteur, celui qui a porté 
sur les formes cristallines des tartrates. Il y a sur ces beaux sels, à 
côté des larges faces brillantes qui attirent l’attention, de petites fa- 
cettes, parfois presque invisibles. M. de la Provostaye, qui avait étudié 


_ces cristaux avant Pasteur et qui était un observateur soigneux, les 


avait certainement vues, notées, mais sans y attacher aucune impor- 
tance, si bien qu'il ne leur avait fait aucune place dans la géométrie 
du cristal. Pasteur, au contraire, dès qu’il les a eu rencontrées à son 


tour, n’a plus vu qu’elles. Pourquoi? quel instinct secret l’avertissait 


qu’elles cachaient un mystère? C’est ici que se place l'acte de foi. Il 
avait eu, à l'École Normale, un maitre, M. Delafosse, dont les brillantes 
idées sur la structure intérieure des cristaux s'étaient emparées de son 
imagination. Une fois mise en mouvement, cette imagination avait 
persuadé au jeune maître que ces facettes mystérieuses étaient un 
témoin extérieur de l’arrangement intérieur des molécules, et qu'il 
devait, par conséquent, y avoir une relation entre la place qu’elles 
occupaient sur le cristal et sa structure intime, traduite par la facon 
dont la lumière le traversait. En termes techniques, Pasteur avait 
pressenti une relation entre la forme cristalline et le pouvoir rotatoire. 
Restons fidèles à notre image en disant que son imagination avait 
créé un pont entre deux provinces de la Science, déjà fertiles toutes 
deux, mais encore presque sans communications entre elles. 
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Puis, une fois cette vision conquise, c’était l'observateur défiant de 
tout, et surtout de lui-même, qui avait reparu chez Pasteur. De l'acte 
de foi réfléchie qu’il venait d'accomplir, il n’avait gardé que quelques 
conséquences directes, vérifiables par une expérience dontilavait tenu 
à préparer lui-même tous les éléments. C'est lui qui avait trié, avec un 
soin méticuleux, les cristaux suivant la position de leurs facettes, et 
dosé d’une façon irréprochable les deux solutions dont l'examen com- 
paratif devait lui dire si son idée était juste ou fausse. Mais aussi, 
lorsque, l'examen terminé, il sortait ivre de joie de son laboratoire et 
disait à un camarade, rencontré dans la rue d'Ulm : « Je viens de faire 
une grande découverte », il pouvait être sûr qu'il n’y avait ni auto- 
suggestion, ni erreur d'expérience dans son fait. L'homme de labora- 
toire valait en lui l’homme d'imagination, et c'était des deux qu'était 
fait le savant. 

Dans l'exemple qui précède, le rôle de l'expérience était court et 
facile. C'était la représentation, la création intellectuelle du début qui 
était tout. En voici un autre, tout différent, dans lequel l’idée mère 
était relativement simple, n’avait, en outre, rien d’original, mais où 
la vérification expérimentale a amené la découverte. C’est l’histoire 
des recherches sur la maladie des vers à soie. 

Elle semble d’abord bien touffue, mais on peut la simplifier beau- 
coup en la réduisant à ses éléments essentiels. Dans les vers malades, 
dans les chrysalides, les papillons et les œufs de l’insecte, on avait 
observé au microscope de petits corpuscules brillants. Comme pour 
les facettes des tartrates, on les avait vus, étudiés, sans en comprendre 
importance. M. de Quatrefages ne leur-avait accordé que quelques 
lignes dans un gros Ouvrage consacré à l'étude de la maladie, et pour- 
tant, dès qu'ils lui furent révélés par la lecture de ces quelques lignes, 
et dès qu'il put les observer lui-même au microscope, Pasteur ne vit 
plus qu'eux. C'est que, différent en cela de ses prédécesseurs, il en- 
trait dans la question, non plus avec des hypothèses vagues ou des 
vues obscures, mais avec une foi précise dont les éléments étaient 
puisés dans ses études antérieures. Pour lui, après ses recherches sur 
les ferments, sur les maladies des vins, la pénétration et le dévelop- 
pement d’un être microscopique chez un animal vivant devait se tra- 
duire par des changements visibles, qui ne pouvaient être que des 
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désordres et devaient constituer une maladie. Pour éprouver la jus- 
tesse de cette idée, de cette interprétation inductive des phénomènes, 
il y avait une chose à faire, en apparence bien facile : se procurer des 
graines saines, les préserver de la contagion pendant l'éducation, et 
voir si, oui ou non, elles succomberaient à la maladie régnante. 
L'idée était tellement simple qu’à ce moment déjà elle n’était plus 
neuve. L'expérience projetée avait été faite et n’avait pas réussi. Elle 
aurait dû pourtant réussir, et a réussi depuis des milliers de fois. 


Comment expliquer ce premier échec? C’est ici que nous allons re- 


trouver, même dans l’exécution de l’expérience, et à côté de l’habileté 
pratique, l'influence de la foi premiere, de l’idée directrice. Jusqu'à 
Pasteur, l'expérience topique, qui consiste à élever à l’abri de la con- 
tagion des œufs de papillons non corpusculeux, avait été faite distrai- 
tement, presque à l’aveuglette, parce qu’elle ne répondait qu’à une 


hypothèse, à un cas possible, jugé a priori tout aussi probable que les 


autres : il se pouvait que des œufs sains donnent des vers sains, mais 
il se pouvait aussi, tout aussi bien, que des œufs sains donnent des 
vers malades. Quand on prend, pour se mettre en route dans la nuit, 
un falot à lueurs aussi incertaines, quand, en outre, on connait mal 
les tournants et les difficultés du chemin, on est assuré de s’égarer, et 
c’est ce qui était arrivé à M. Cantoni. Pasteur, au contraire, avait une 
lumière intérieure; le monde des infiniment petits lui était déjà très 
familier : il sut échapper aux pièges dé la route, et dans ce cas, presque 
inverse de celui des tartrates, son mérite est d’avoir su tirer d’une idée 
ancienne une conclusion nouvelle et féconde par le tour expérimental 
qu'il a su lui donner. 


En résumé, imagination figuratrice, expérimentation créatrice, ac- 
tives et puissantes toutes deux, mais interférant et se réduisant natu- 
rellement au repos sur leurs limites communes, de façon que leurs 
domaines restent séparés, voila ce qu’on trouverait dans tous les tra- 
vaux de Pasteur. Mais, si j'ai introduit, dans cet exposé, les études du 
maitre sur la maladie des vers à soie, ce n’est pas seulement pour 
ajouter un second exemple à celui des tartrates : c’est aussi parce 
qu’elles me permettent d'aborder une question nouvelle, la part du 
hasard dans une découverte scientifique. 
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Pasteur a lancé la Médecine et la Chirurgie dans des voies nouvelles, 
sans savoir ce que c’est qu'un malade et sans avoir jamais donné seu- 
lement un coup de bistouri; il a donné de nouveaux horizons à l’Agri- 
culture sans avoir jamais bien distingué un champ de colza d’un champ 
de navets. D'où lui vient cette bonne fortune d’avoir été un novateur 
partout où il a touché, et d’être devenu, sans le vouloir pour ainsi 
dire, et parfois sans le savoir autrement que par le fait accompli, un 
des plus grands hommes que la Terre ait portés! Il y a là des causes, 
dont les unes viennent de l’homme, et que nous retrouverons tout à 
l'heure. Il y en a d’autres qui viennent de la rigueur avec laquelle il 
maniait cette puissante méthode scientifique à laquelle ila su rester 
toujours fidèle. C’est ce dernier point que montrent bien ses re- 
cherches sur la maladie du ver à soie. 

Nous avons vu comment il avait résolu la question théorique : la 
maladie des corpuscules n’est jamais spontanée. Quand elle apparait 
chez un ver ou chez un papillon, c’est qu'il y a eu pénétration d’un 
germe. Ce germe peut être emprunté, par l'intermédiaire de l'œuf, 
aux parents de l’insecte, et la maladie est alors héréditaire; il peut 
provenir d’un voisin contagionné, et la maladie est alors contagieuse. 
Mais, si tout cela était bon et même, comme nous allons le voir, né- 
cessaire à connaître, ce n’était pas la solution du probleme que Pas- 
teur s'était laissé poser au début de ses études : guérir la maladie. Il 
importait peu d’avoir démontré que des vers, nés sains du fait de leurs 
ascendants, devaient rester sains de ce chef et donner une bonne ré- 
colte de cocons, si, durant leur vie, ils devaient rester exposés à la 
contagion ambiante et périr par des corpuscules puisés à cette source, 
qu'il était impossible d’aveugler. : 

C’est ici que s’est, en apparence, présentée la chance. Elle a voulu, 
et elle aurait pu vouloir autrement, que la durée de la vie de la larve 
fût de quelques jours inférieure au temps nécessaire au corpuscule 
pour envahir le ver à un degré suffisant pour l'empêcher de faire son 
cocon. Peu importait donc que le ver, né de parents sains, se conta- 
gionnât, même dès les premiers jours de sa naissance, au contact de 
ses voisins malades. Il arrivait toujours à faire son cocon, c’est-à-dire 
à être utilisable industriellement. En revanche, il n’était pas capable 
de donner de la bonne graine, puisqu'il était infecté. Mais on n’avait 
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qu'à s'adresser, pour avoir des œufs sains, à des éducations de 
vers sains héréditairement et préservés de la contagion depuis leur 
naissance. 

Le problème était donc résolu, mais ne l’eût plus été, du moins de 
cette façon, si la durée de l’évolution de la maladie ett été plus courte 
chez l’animal contagionné, et là-dessus, on peut être tenté de dire : 
Voyez le bonheur, voyez la chance! Mais il n’y a qu’un mot à ré- 
pondre : Cette chance ne visite que ceux qui la méritent. A quoi eût 
servi à Pasteur la connaissance du fait qu'il a utilisé, s’il n'avait pas 
solidement établi, à l'avance, que la maladie n’était pas spontanée, et 
qu’elle était vraiment due, quelle que fat son origine, hérédité ou 
contagion, au seul corpuscule? C’est grace à cette notion qu'il a pu 
utiliser cet autre fait, découvert aussi par lui, de la différence de durée 
entre la vie du ver et l’évolution de la maladie. Si cette différence 
avait été de sens inverse, il eût cherché ailleurs, trouvé autre chose, 
et peut-être utilisé quelque autre loi tout aussi fortuite que celle a 
laquelle il s’est arrété. Tout est hasard dans une recherche, ce qui 
veut dire qu’on se heurte constamment a des lois sur lesquelles on ne 
sait rien à l'avance. Elles ne sont ni favorables, ni défavorables. 
Elles sont inexorables; l’habileté consiste à les découvrir et à les 
mettre en état de fonctionner. Il n’y a pas de bonheur ni de chance 
dans la découverte de Pasteur, il n’y a que de la ténacité et de 
la dextérité. 


Nous venons de voir combien il importe pour le succès d’avoir une 
bonne méthode d’exploration, qui ne laisse rien échapper, et maçonne 
sa fouille à mesure qu’elle avance. Mais beaucoup de savants ont cette 
méthode et ne laissent pourtant dans la Science qu'une trace mo- 
deste. Celle de Pasteur est éclatante et le met hors de pair. C’est 
bien cette traînée lumineuse dont le félicitait Renan. D’où vient qu'il 
a été grand parmi les grands? 

C’est que le Anat scientifique de ce maitre avait une troi- 
sieme face que nous n’avons pas encore mise en évidence. Nous venons 
de le voir donnant d’abord carrière à son imagination, puis la bridant 
pour explorer prudemment et patiemment le terrain nouveau sur 
lequel elle l'avait entrainé. Cette besogne bien faite, et l'expérience 
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terminée, il semble qu'il n’y eût plus qu'à dresser procès-verbal du 
constat, à faire un état des lieux; avec Pasteur, c'était autre chose. 
Cet homme d'imagination était un audacieux; cet expérimentateur 
était un timoré. Je m'explique. 

La région dans laquelle son imagination l'avait emporté s’étendait 
bien au delà du point sur lequel il s'était posé et avait fait ses pre- 
mières investigations. Mais ce point n’était pas choisi au hasard. Par 
une intuition merveilleuse, qui a peut-être été sa faculté maîtresse, il 
choisissait une question topique, un haut sommet d’où l’on dominait 
le pays environnant. Dès lors, l'ascension faite, il pouvait jeter un 
regard autour de lui et y voir des choses qui, pour d’autres que lui, 
même pour les préparateurs qu'il avait mêlés à ses travaux, restaient 
noyées dans l'ombre. De là l’éclat inusité, le caractère magistral de 
ses Communications, en particulier de celles qu’il faisait à l'Académie 
des Sciences ou à l’Académie de Médecine. Sûr de ses résultats, fort 
de la vision intérieure qui les rattachait logiquement à des notions 
déjà acquises ou à des notions nouvelles dont il pressentait la vérité, 
raffermi par le sentiment plus ou moins net de la continuité et de la 
solidité de l’ensemble, Pasteur se permettait parfois de vaticiner, 
de dépasser dans ses prévisions les limites de l'expérience. 

Je ne donne pas l’exemple comme bon à suivre par tout le monde. 
Les forts seuls peuvent avoir de pareilles audaces. Pasteur, qui se 
les permettait rarement, s’est quelquefois trompé. Mais en revanche, 
que d'idées instructives il a émises, que de prévisions qui sont deve- 
nues des réalités! Pour citer un fait précis, n’était-ce pas une héroïque 
imprudence que cette expérience de Pouilly-le-Fort dans laquelle 
Pasteur avait en quelque sorte pris l'engagement, sur un lot de 
cinquante moutons, dont vingt-cinq seulement avaient subi un trai- 
tement préalable, de laisser vivants et bien portants ces moutons 
traités, et de tuer les vingt-cinq autres, en leur inoculant à tous la 
même dose du même virus! Promettre cela d'avance, lorsqu'on sait 
que tous les moutons d’un même lot ne se ressemblent pas, et que, 
quelque soin qu'on prenne, les virus ne sont et ne restent pas toujours 
identiques à eux-mêmes! Il aurait fallu répéter plusieurs fois l’expe- 
rience à l’avance pour être assuré de son succes, et ce succès était 
nécessaire, en présence d'un public défiant, sinon hostile, et qui se 
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serait frotté les mains en présence d’un échec! Ce n’est un secret 
pour personne que pendant la durée de l'expérience, et à mesure sur- 
tout qu’elle approchait de sa fin, Pasteur avait été terriblement 
inquiet. Mais il avait repris toute sa sérénité en arrivant au dernier 
moment sur le théâtre de l'épreuve. « Je fus frappé, disait tout récem- 
ment un rédacteur du Times dans l’article nécrologique qu’il lui a 
consacré, de sa contenance sans ostentation et de sa possession de 
lui-même. Il semblait confus et quasi honteux des honneurs dont on 
l’entourait. » C’est que, dans sa modestie et sa simplicité, c'était à la 
méthode expérimentale qu’il rapportait ce nouveau triomphe, et, au 
lieu de se glorifier, il demandait peut-être intérieurement pardon à 
cette maitresse impérieuse et jalouse d’avoir pris la parole pour elle 
et d’avoir devancé ses arrêts. 

En revanche, et quelque sûr qu’il fût de ses expériences, il n’hési- 
tait jamais à croire qu’il pouvait s'être trompé, lorsqu'il rencontrait 
un contradicteur digne de lui. Ce n’était pas vis-à-vis du premier venu 
qu’il s’arrétait ainsi. Quand on ne lui opposait que des arguments 
creux, des phrases ou des expériences mal faites, il passait, en bous- 
culant son adversaire avec une vivacité que les spectateurs et surtout 
l'intéressé trouvaient parfois excessive. Il n’avait pourtant aucune 
rancœur contre les hommes; il était seulement animé, contre les idées 
fausses, d’une sorte de haine qui n’était que le revers de son amour 
profond de la vérité. Mais lorsqu'il se trouvait face à face avec un 
expérimentateur sérieux, comme il redevenait lui-même sérieux et 
attentif! Toute la vie courante du laboratoire cessait brusquement : 
on arrétait, on oubliait momentanément les expériences en cours, on 
changeait l’outillage pour vérifier à nouveau les faits contestés, et pour 
examiner de près ceux qui semblaient les contredire. 

En fait, ce temps d’arrêt n’a jamais été un temps perdu. De ce 
retour sur le passé, de cette revue plus soigneuse des faits contestés, 
M. Pasteur est toujours revenu avec une victoire nouvelle. De sa dis- 
cussion avec Bastian, par exemple, il a fait sortir des notions qu'il 
n'avait pas auparavant, qu'il à constamment utilisées depuis jusqu'à 
la fin de sa carrière, et c’est ici que nous allons toucher du doigt la 
dernière des raisons qui ont donné une croissance si rapide et une si 
large frondaison à l’arbre qu’il a planté. : 
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De la non-existence des générations spontanées, de la non-sponta- 
néité des ferments, des virus et des maladies, aux vaccinations préven- 
tives, à la prophylaxie de la rage, quelle distance immense! Comment 
comprendre que cette œuvre n’ait pas encore atteint un age d'homme? 
Il ne suffit pas de dire que Pasteur a dépensé sur elle quarante ans 
de labeurs continus. Les longs efforts n’impliquent pas nécessairement 
les grands résultats. Il ne suffit pas non plus d’invoquer la fécondité 
de ce sol, encore vierge, de la microbiologie. Le mot /écondité résume 
l'histoire de ces quarante ans; il ne l'explique pas. Ce qui l'explique, 
dans la mesure où cela est possible, c’est cet ensemble de qualités sur 
lesquelles j’ai insisté, cette intuition nette du but à atteindre, ce mé- 
lange d’audace et de prudence dans la marche en avant et, par-dessus 
tout, cette sécurité à l'arrière, cette patience, cette persistance à 
revenir sur une position conquise pour bien s’y asseoir et y résister à 
tout assaut. 

C’est pour cela que Pasteur a pu aller si loin et si vite. Il n’y a pas 
d'autre exemple dans la Science d’un savant qui ait vu autant s'étendre 
et se féconder le domaine qu’il avait découvert. Peut-être Lavoisier, 
dont le nom vient tout naturellement à l'esprit quand on parle de 
Pasteur, eut-il eu la joie de se voir aussi grand s’il avait pu arriver à 
la fin de sa carrière. La seule image adéquate est celle d’un Napoléon 
mourant triomphant au milieu d’une Europe pacifiée et définitivement 
conquise. Encore cette vision, si grandiose qu’elle soit, est-elle in- 
complète : Pasteur a conquis le monde, et sa gloire n’a pas coûté une 
larme. 


FIN DU TOME XII DE LA TROISIÈME SÉRIE. 
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FONCTIONS D'UN POINT ANALYTIQUE 
A MULTIPLICATEURS EXPONENTIELS 


OU 


A PÉRIODES RATIONNELLES, 


Par M. E. LACOUR, 


PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES AU LYCÉE SAINT-LOUIS. 


INTRODUCTION. 


A la fin d’un Mémoire Sur les fonctions doublement périodiques de troi- 
sième espèce ('), M. Appell étudie des fonctions d’un point analytique 
analogues aux fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 
Ces nouvelles fonctions se comportent comme les puissances de la 
fonction O[u®(x,y)|, que l’on obtient en prenant une fonction 0 à p 
variables et en y remplaçant les variables par les intégrales abéliennes 
normales de première espèce correspondant à une courbe algébrique 
de genre p. Si l’on considère la surface de Riemann rendue simple- 
ment connexe Rs, les fonctions introduites par M. Appell admettent 
le long de chacune des p coupures 6 un multiplicateur de la forme 


e- mu) (a, x, 


m désignant un nombre entier et w(a, y) l'intégrale normale de 
première espèce correspondant à la coupure traversée. 


(1) Annales de l'École Normale, 3° série, t. 1; mai 1884. 
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Dans la première Partie de ce travail, j’étudie des fonctions dont la 
définition comprend la précédente comme cas particulier, en suppo- 
sant qu'à chacune des 2p coupures correspond un multiplicateur 
exponentiel et que l’exposant, au lieu de contenir une seule intégrale 
de première espèce, est une fonction linéaire des p intégrales de pre- 
miere espece. 

Les coefficients de ces fonctions linéaires ne peuvent étre pris 
arbitrairement; si l’on a ramené à l’unité les multiplicateurs corres- 
pondant aux coupures a, ce qui est toujours possible, on trouve comme 
condition nécessaire que, dans chacune des p fonctions linéaires res- 
tantes, l’un des coefficients doit être un nombre entier. Ce sont ces 
nombres entiers qui interviennent quand on cherche l’excès du nombre 
des zéros sur le nombre des pôles, en supposant que la fonction n’ad- 
met sur la surface R d’autres points singuliers que des pôles. 

En appliquant la méthode dont Riemann s’est servi pour obtenir la 
relation entre les périodes de deux intégrales abéliennes de première 
espèce, on peut voir comment la fonction étudiée se comporte vis-à-vis 
des intégrales abéliennes attachées à la même surface. On obtient ainsi 
des propositions qui relient les uns aux autres les théorèmes d’Abel 
sur les zéros et les infinis des fonctions algébriques, les théorèmes 
correspondants donnés par M. Appell pour les fonctions à multiplica- 
teurs et, d’autre part, le théorème de Riemann sur les zéros d’une 
fonction O[u‘' (x,y) — G;], dans laquelle figurent p constantes arbi- 
traires G,. 

Dans la seconde Partie, j’étudie des fonctions qui comprennent, 
comme cas particulier, les dérivées logarithmiques des fonctions pré- 
cédentes; l’une de ces fonctions reçoit, lorsque le point représentant 
la variable traverse une des coupures a ou 6, un accroissement qui 
dépend du point où la coupure est traversée et qui est donné par une 
fonction rationnelle du point analytique correspondant. Ces fonctions 
se rattachent à des fonctions déjà étudiées et à des recherches impor- 
tantes. On voit bien que, si l’on sait former (‘) une fonction uniforme 


(1) Ce problème est un cas très particulier d’une question sur des équations fonction- 
nelles, traitée par M. Picard, Sur une Classe de Transcendantes nouvelles (Acta mathe- 
matica, mars 1894), par la méthode des approximations successives. 
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satisfaisant aux conditions 
F(s+o)—="F(:), F(z-+,) =F(s)+9(s) 


w et w, étant des constantes et 9(<) une fonction doublement pério- 
dique aux périodes w et w,, il suffira de remplacer dans F(z) la va- 
riable par une intégrale elliptique aux périodes w et w,, pour avoir 
une des fonctions que nous voulons étudier. Or cette question se 
ramène à un problème posé par M. Picard (Comptes rendus, 1878), 
généralisé par M. Appell [Sur une classe de fonctions analogues aux 
fonctions eulériennes (Mathematische Annalen, t. XIX ; 1881)] et, dans 
les deux cas, on rencontre les fonctions O de Heine formées avec la 
moitié des facteurs qui constituent les fonctions © de même que la 
fonction (a) est formée avec la moitié des facteurs qui constituent la 

I 
sint x 
par M. Craig (American Journal of Mathematics, Vol. XVI, n° 3, A 
Class of Uniform Transcendental Functions). . 

On montre d’abord qu’on peut supposer nulles les périodes relatives 
aux coupures a. En supposant que la fonction n’admet d’autres points 
singuliers que des pôles, on trouve, entre ces pôles et les résidus, 
p relations qui, dans certains cas particuliers, peuvent se réduire à 
des identités. 

On obtient ensuite une relation qui donne l’expression de la fonc- 
tion quand on connaît les pôles avec les résidus correspondants et les 
périodes. 

Dans cette expression se présentent des intégrales définies con- 
tenant la variable sous le signe somme et admettant comme ligne de 
discontinuité une des coupures b. Pour vérifier que l'accroissement 
de la fonction, quand la variable traverse une des coupures, est bien 
égal à la période donnée, on est conduit à appliquer une méthode 
indiquée par M. Hermite [Sur quelques points de la théorie des fonctions 
(Journal für die reine und angewandte Mathematik, t. XCI, p.62; 1881 Dre 
Le même résultat peut être rattaché aux intégrales de Cauchy, mais il 
y a intérêt à l’établir par une méthode élémentaire et indépendante. 

On peut, après cette vérification, répondre à la question suivante : 
Existe-t-il une fonction ayant les propriétés énoncées, quand on se 


fonetion - Le problème posé par M. Picard a été étudié à nouveau 
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donne à l'avance les fonctions rationnelles d’un point analytique qui 
doivent servir de périodes, les pôles et les résidus correspondants, 
pourvu toutefois que les p relations entre les pôles et les résidus soient 
vérifiées par les données? La formule qui donne la solution de cette 
question se réduit, dans le cas où les périodes deviennent nulles, à la 
formule de Riemann-Roch donnant la décomposition d’une fonction 
algébrique en éléments simples. On peut encore composer avec des 
intégrales abéliennes et des fonctions rationnelles une fonction répon- 
dant à la question; mais la première solution a l'avantage de mettre 
en évidence les pôles de la fonction et les parties principales corres- 
pondantes. 

Dans une troisième Partie je vérifie que les fonctions qui viennent 
d’être étudiées en dernier lieu satisfont à une équation différentielle 
linéaire avec second membre dont les coefficients sont des fonctions 
rationnelles d’un point analytique; je me suis guidé dans cette der- 
nière Partie sur la méthode suivie par M. Appell à la fin de sa Note 
Sur les équations différentielles linéaires intégrables à l’aide de la fonc- 
Lion Ym(x, y) (Annales de l’École Normale, 3° série, t. V; 1888). 


PREMIÈRE PARTIE. 


1. Soient 
ECs, 5) aa 


une équation algébrique, T la surface de Riemann correspondante, 
ryv > . 
cette surface rendue simplement connexe au moyen des coupures 


a1, Ay, , ps 
b;, bz, , b,, 
Cis Co, ’ Cp; 


AG a x à j =~ LE 2 ON « 
nous désignerons par w(:) l'intégrale normale de première espèce 
admettant la période 27 ÿ — 1 sur la coupure q;. 

, ’ \ . i . 
Soit, d'autre part, F(z) une fonction de z régulière en tout point 


| 


‘le, Se er 2. À; 


PE 


des coupures a;, b, des multiplicateurs variables définis par les éga- 
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de cette surface, sauf en un nombre limité de points qu’elle admet 
comme poles. On suppose de plus que la fonction F(z) admet le long 
Sara . \ # . . ea © 
lités suivantes, où À désigne un point du bord positif d’une coupure 
et p le point situé en face de À sur le bord négatif de la même cou- 
pure : 

| le long de a, F(À) = F(p) ede HAL) at) (p) + AR Ep) AN WP) (py 


(1) 


[ie long de bg F(A) = F(p) eBet Be 1p) + BPW) (p) +. BP UP) (pi, 
POUPEE, 2. p. 


Le long de chacune des coupures c,,...,c, le multiplicateur est 
supposé constant et égal à l'unité. 


2. En considérant les points de croisement de deux coupures, on 
reconnaît aisément que les coefficients AŸ et B ne peuvent pas être 
pris arbitrairement. , 

Considérons d’abord le point de croisement des coupures ay, by et 
soient «, 8, y, à les quatre sommets qui se trouvent en ce point (on 
a marqué d’un trait plus gros sur la fig. 1 le bord positif de chacune 


des coupures et on a désigné par « le sommet qui se trouve à la fois 
sur le bord négatif de chacune des deux coupures). Pour aller de « 
en y on peut, ou bien aller de « en $ puis de B en y, ou bien aller 
de « en 6 puis de à en y. On doit trouver le même résultat dans les 
deux cas, puisque la fonction F(z) est uniforme; cette remarque 
conduit à considérer l’égalité, évidente par elle-même 

DORE CD) SELF Cr) 


F(a) * F(B) ~~ F(a) * F(0) 
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Il nous sera commode ici de poser 


Ag(z) = Agt Au (zs) +... + AP ul?)(z), | 
B,(s) =B,+ BY ul) (sz) +...+ BR ul?) (2). 


Alors l’égalité précédente devient (si l’on néglige d'écrire | indice #) 
e8B(%) eA(B) — eA(%) eB(Ô), 


ou bien ' 
eA(B)—A(a%) — @B(6)—B(a), 


Dans le premier membre, l’exposant est l’accroissement que reçoit 
A(z) quand on traverse la coupure 6; dans le second, c’est l’accrois- 
sement de B(s) quand on traverse la coupure a. On déduit de là, en 
désignant par », un nombre entier et par b;; le module de périodicité 
de u%(3) le long de la coupure b, 


AG Dix AP Dar... + APO, BE x anf—1+ angny—1, 
ou encore 


oF AG By + A by, +... + APO: 


anV—1 


Ay, — 
=— BY = A} 


POUT hala tate es ps 

I] reste à examiner le point de croisement d’une coupure a, avec 
une coupure c,. On doit avoir entre les valeurs de la fonction F(z) aux 
trois points €, n, 9 les trois relations 


F(n) =F (e) eM(®), 
F (4) = F(e) eM(«), 
F(6) =F(n). 


Ces relations sont compatibles; mais on voit que si, comme nous 
l’avons supposé, les coefficients qui figurent dans l’exposant du multi- 
plicateur sur la coupure a, restent les mémes de part et d’autre de la 
coupure c, et si le multiplicateur relatif à c, est constant, ce dernier 
multiplicateur est nécessairement égal à r. 

En résumé, les conditions données pour les multiplicateurs par la 
considération des points de croisement se réduisent aux p condi- 
tions (2). Celles-ci prennent une forme très simple quand les multi- 
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Ce 


plicateurs relatifs aux coupures a, sont tous égaux à l'unité; elles 
# deviennent 


> B = un nombre entier (k==1,2,..., p). 
A : ; : : ; 
me 3. Excéès du nombre des zéros sur le nombre des infinis. — La fonction 
= d = F(z 
—- Log F(z) = — i) 
ds F(s) 


reste holomorphe dans une aire T’ obtenue en enlevant dans l’aire T’ 
2 un cercle infiniment petit autour de chacun des points qui sont zéros 
= ou infinis de F; l'intégrale 


3 | f dtogk 


_—__ prise le long du contour de cette aire est donc nulle. 
eR Le chemin d’intégration se compose du contour de la surface T’ et 
des contours des petits cercles, et le sens est choisi de façon qu’un 
È mobile marchant dans ce sens ait constamment à sa gauche l'aire T’. 
“4 On peut changer le sens d'intégration sur chacun des petits cercles, 
à condition de changer en même temps le signe de l’intégrale partielle 
correspondante. 
D’après cela, si l’on désigne par 


les points qui sont zéros ou infinis de F, on a la relation 


dLogk — f d LogF - f d Log F — d LogF — 0, 
T' (C1) (C3) (€g) 
en supposant maintenant que le mobile définissant le sens d’intégra- 
: tion sur le contour de l’aire T’ ou de chacun des petits cercles c; ait 
constamment à sa gauche l’aire limitée par ce contour. On sait que 


l’on a 
dLogF =p; 2nV—1, 
(ci) 

4 : en désignant par yw; l’ordre de la fonction au point c; de sorte que, en 
, définitive 

= I 
2 ; +... + SSS d Lo F. 

a Bi Ha Fe a | 8 
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Le premier membre de cette égalité fait connaitre l'excès du nombre 
des zéros sur le nombre des infinis : il reste à calculer l'intégrale 


I = { dLogF. 
T 


Le contour de la surface T’ est formé par l’ensemble des bords des 
coupures a,, b,, c, et l’intégrale [ peut être considérée comme une 
somme de termes dont chacun correspond à l’un des bords d’une cou- 
pure; nous associerons les termes qui correspondent aux bords opposés 
d'une même coupure. 

Prenons d’abord une coupure a, (fig. 1),-et soit (a;) la somme des 
termes donnés par les bords opposés de cette coupure. (On a indiqué 
par des flèches, sur la figure, le sens dans lequel chacun des deux 
bords doit être parcouru.) Les deux bords sont parcourus en sens con- 
traire, mais, pour obtenir des réductions, on change le sens sur le bord 
positif et l’on corrige en changeant le signe de l’intégrale partielle 
correspondante; il vient ainsi 


(ax) =— f d Log FO) + f dLogP(), 
~ ay tk 


le point Ase mouvant dans le sens défini pour le mouvement du points. 
On peut maintenant réunir en une seule les deux intégrales du second 
membre en écrivant 


(ax) =—f [d Log F(A) — dLogF(o)], 
Wk 


et supposer que les points A et p restent constamment en face l’un-de 
l’autre sur les bords opposés de la coupure a,; mais, dans cette hypo- 
thèse, on a constamment 


d Log F(A) = d Log F(¢) + d'Ax(o); 


d'autre part, le point 5 se meut sur la coupure a, depuis le point 8 
jusqu’au point &. On a donc 


ou encore 


' l'expression 
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Mais, pour passer de « à 6, il faut traverser la coupure 6, en passant 
du bord négatif au bord positif: Pintégrale w(s) s’accroit de b;, et, 
par suite, | 


(Gp) Ag bre ABB. -FAÏIBr. 


On voit de même, en désignant par (bx) la somme des deux intégrales 
partielles correspondant aux bords opposés de la coupure b, : 


CE ELTO) 


by 


et, comme sur la coupure b, le point ¢ se meut de «a6, 
= fd Be(p)=—[Ba() — Bel) 


Pour passer de «a 6, il faut traverser la coupure a, en allant du bord 
négatif au bord positif; l'intégrale u#(z) s’accroit de 27ÿ— 1; pour 
chacune des autres intégrales de première espèce l'accroissement est 
infiniment petit; on a donc 


(by) y Bon /— Ve 
L’ensemble des deux coupures a, et 6, donne donc dans l’intégrale I 


| (ar) (by) = anny — 15 
en posant 
AY By, AD Dag. ce + AP Bp, 


ee 


et l’on reconnait dans la valeur de 2, le nombre entier quis’est présenté 
quand on a considéré le point de croisement des coupures a, et b,. 

Il resterait à considérer une coupure c;, mais le long de cette cou- 
pure ona 


BY Ss YLT) 


dlogF (A) = dlogF(p), 


et l’on voit aisément que les deux termes de l'intégrale [ donnés par la 
coupure c, se détruisent. 
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En définitive, ona 


P 
far = Sta) + (0:)] 


k=1 


ou, en remplacant chacun des deux membres par les valeurs qui vien- 
nent d’être calculées, 


Bit pat... + Ug M+ lot... + Mp. 


Ainsi, pour la fonction F, l'excès du nombre des zéros sur le nombre 
des infinis est égal a la somme des p nombres entiers 


P 


D Ge AW buch. AP Oow ns) 
ke . 


DT NV == 
k=1 * 


Comme application, considérons Ja fonction 
F = O[ u (zs) — G;] 


(voir Brior, Fonctions abéliennes, p.122); tous les coefficients A sont 
nuls ; on a, quel que soit #, 


et l’on sait que cette fonction n’a pas d’infinis. 
On voit alors que /e nombre des zeros de la fonction @|u'(=) — G;| 
est égal à p. 


4. On peut toujours ramener à l’unité les multiplicateurs corres- 
pondant aux coupures a,. Remarquons d’abord, en supposant p — 3 
pour simplifier l'écriture, que l’exponentielle 


QU, Us, M3) 
esa, a), 


où Q(u,, u,,u,) représente une forme quadratique et où l’on remplace 
les variables par les intégrales abéliennes normales de première espèce, 
est l’une des fonctions F que nous étudions. Il résulte, en effet, de 
l'égalité 


Q(u ATV 1) us, BE OF aoe. ee ee oy eae 
Uy V ss an) > O las, a tty) Ju, 2TV fee Ou (anV—1) 
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que, pour l’exponentielle considérée, le multiplicateur relatif à la 
coupure a, est, à un facteur constant près, 


dQ. — 
— 2 T/—1 
elt, } 
et les multiplicateurs relatifs aux autres coupures ont une forme ana- 
logue. Mais les coefficients des fonctions linéaires qui figurent en 
exposant ne sont pas indépendants les uns des autres. Pour les cou- 
pures @,, @,, a;, ces fonctions linéaires sont, à des constantes pres, 


0Q — 90Q —  9Q — 

SS Deh a eae DIN ee | SR DAV 

du, v—1, Ou, ar Ou, v—1, 

et l’on voit que le déterminant des coefficients des variables w,, u.,u, 

dans ces trois fonctions linéaires est un déterminant symétrique. 
Cette remarque nous conduit a distinguer deux cas suivant que, 

pour la fonction F considérée, le déterminant 


ING AG) AU 
AW Ae AG 
2 
(1) (2) (3) 
AY AY AN 


est symétrique ou non. 

Dans le premier cas, on pourra toujours, en multipliant la fonc- 
tion F par une exponentielle ayant en exposant une forme quadratique 
des trois intégrales normales de première espèce, réduire à des con- 
stantes les multiplicateurs relatifs aux coupures a;; puis, à l’aide 
d’une fonction à multiplicateurs constants, sans zéros ni infinis, on ra- 
mènera à l'unité les trois multiplicateurs considérés de la fonction F. 

Dans le cas où le déterminant correspondant aux coupures a, n’est 
pas symétrique, on est conduit à introduire des exponentielles dont 
l’exposant n’est plus une fonction rationnelle des intégrales de pre- 
mière espèce. Il est commode, dans ce cas, de considérer la dérivée 
logarithmique ®(z) de la fonetion F(z). 

La fonction ®(s) admet, le long des coupures a, des périodes va- 
riables définies par les égalités suivantes, où l’on a désigné par 9;,(=) 
la dérivée de l’intégrale wu (z), dérivée qui est une fonction rationnelle 


Satay E. LACOUR. 


du point analytique (s,s), 


le long de a..... (2) — ®(p) =A” o,(p) + AY” pp) + AG o;(p), 
le long de a... (A) — ®(p) = AS" oy (p) + AY o2(p) + AY? os(p), 
le long de a3..... ®(A) — ®(p) = AS!) 9,(p) + AY’ 92(p) + AS? 93(p). 


Le long des coupures b,, b,, b,, la fonction ®(z) admet des périodes 
qui se définissent de même, à l’aide de fonctions linéaires de ¢,(s), 
?2 (3), 9s(3). 

Il est facile de ramener a fonction ®(<) à une autre fonction admet- 
tant le long des coupures b,, b,, b, des périodes de la forme indiquée, 
mais telle que les périodes correspondant aux coupures @,, @, @; 
soient toutes nulles; il suffit de poser 


(1) 5 
®, (5) = @(2) — EL 


wu") (Zz) 


anV—t 


3) + A?) 9,(z) + AP 9:(2)] 


[AS 91(s) + AY 92(3) + AS” 93(4)] 


(et 
— SETA en (2) + AN @4(2) + AS (2): 


le long de la coupure a, par exemple, on à 


DA) — D(p) = At" o1(p) + AY o2(p) + A® os(p), 
wi (2) — ut) (p) 
2rV—1 


et l’on vérifie bien que 


=I, 


®,(A) — ®,(p) =o. 


Il en est de même pour chacune des coupures ay, a, et, d’autre part, 
les périodes de ®,(z) relatives aux coupures b,, b,, b, se définissent 
encore à l’aide de fonctions linéaires de 9,(=), 9.(=), 9,(s), comme les 
périodes correspondantes de ®(=). 

Cela posé, si nous considérons la fonction 


F, (3) = F(z) eft ®,(2)-8(2)1 ds 


F,(z) est encore dans la classe de fonctions que nous étudions, mais 
les multiplicateurs le long des coupures a, sont tous ramenés à l’unité. 
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Comme vérification, voyons ce que donne le calcul précédent dans 
le cas déjà considéré où le déterminant des A” est symétrique. Pre- 
nons, par exemple, le coefficient de A’? dans l’intégrale 


J{®.(2) — D(z)] ds; 


en tenant compte de la condition AS’ = AY’, nous trouvons, pour ce 
_ coefficient, l’expression 


I I 
ee es (ua) dut?) + ul) dut) = —— fat u(2)). 
ol PAREN a |r 


Nous supposerons toujours qu'un même point analytique (z,,5,) sert 
de limite inférieure à toutes les intégrales abéliennes. Prenons ce 
point z,s, comme limite inférieure de l’intégrale précédente; le coeffi- 
cient de AŸ est simplement 


MS 0). 
PUIG El 


En répétant plusieurs fois un raisonnement analogue, on trouve que 
l’exponentielle auxiliaire est ici 


1 


e ?2TV—1 


50 (acl), ut, u(s)) 
, 
où Q désigne la forme quadratique dont le discriminant est le déter- 
. Fr. ° ey k 
minant symétrique des quantités A7. 


5. Revenant au cas général, nous voyons que, pour ramener à 
l'unité les multiplicateurs relatifs aux coupures a;, on est conduit à 
introduire des exponentielles de la forme 


Zz 
Papen —- w(4) (3) dul) 
27 yÿ—1 
e zo . 


La fonction définie par l'intégrale qui figure en exposant a déjà été 
employée par Neumann pour la détermination des constantes du théo- 
reme de Riemann sur les zéros d’une fonction O[u”(z) — G;] (voir 
Neumann, Abelschen Integrale, p. 364). Nous allons nous arrêter un 
instant sur cette fonction et vérifier directement qu’elle est le loga- 
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rithme d’une fonction répondanta la définition que nous avons donnée 
des fonctions F. Soit done 


Uu(s)= f a (s) du#) (2); 
cette fonction est uniforme sur la surface de Riemann rendue simple- 
ment connexe 1’; en effet, le coefficient différentiel est le produit de 
deux facteurs 


qui sont tous les deux uniformes sur T’; le premier de ces facteurs n’a 
pas d’infinis, le second facteur en a, mais tous ses résidus sont nuls; 
donc, tous les résidus du coefficient différentiel sont nuls et la fonc- 
tion U;,(s) est uniforme sur T’. 

Le long de la coupure a;, on a 


u)(}) = ul(p) + anV—t, 
dut (À) = dul) (p); 
par suite, on a successivement 
AU ix. (A) — AU ix, (p) = 27 V— 1 du (p), 
Uy. (4) — Viz (p) = 27m V—1u“(p) + const., 
Le long d’une coupure a;(k 1),on a 
dU;x (À) — dU;x(o) — 0; 
U;:(4)— U;x(p) = const. 
Le long de la coupure c;, on a 


AU ix. (A) es dU;:(p) = 0, 
et, par suite, 
Uk (A) — U;x(p) = const. 


La valeur de cette constante peut s’obtenir en supposant qu'un 
ech oe 
mobile aille d’un point e (fg. 2) choisi sur le bord négatif de la cou- 
pure c, au point À correspondant, en suivant le contour de la sur- 
fa x T’ > la x] 1 A à ¢ , " 
ce T dans le sens indiqué pat les flèches sur la fig. 2: On raisonne 
comme l’on fait quand on veut établir la relation entre les périodes 
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de deux intégrales de premiere espèce (vour, par exemple, AprEit et 
Goursar, Théorie des fonctions algébriques, p. 140). 

La relation entre les périodes des intégrales uw et uw“ intervient 
elle-même quand on veut vérifier qu’on aurait trouvé la même valeur 
pour la constante cherchée, si le mobile, pour aller de p en À, avait 
marché dans le sens contraire et suivi les bords des coupures laissées 
de côté dans le premier trajet. On trouve ainsi que la fonction U; ad- 
met le long de la coupure c, une période qui n’est pas nulle. 


Il résulte nécessairement de là que la période relative à la cou- 
pure a, ne peut garder la même valeur quand on passe d’un côté à 
l’autre de la coupure c, ou de la coupure c,,,. D'abord ce résultat n’est 
pas en contradiction avec les calculs précédents puisque, lorsqu'on 
a effectué une intégration le long de la coupure a,, on a supposé que 
les deux points À et p pouvaient se mouvoir en restant en face l’un de 
l’autre sur les bords opposés de cette coupure; or, l’un des deux points 
estarrêté quand on rencontre l’une des coupures c, ouc,,,. Mais on peut 
réduire à un point Ja portion du contour de T’ comprise sur a, entre b, 
ele, (fig. 3), et aussi la portion comprise sur a, entre D, et cp, en 
faisant partir les coupures cy, c,,.., c, des points de croisement des 
coupures a avec les coupures b, comme le fait M. Appell dans son Mé- 
moire Sur les fonctions à multiplicateurs, et la complication provenant 
d’une période différente de zéro sur les coupures ¢ se trouve évitée, 
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aa Il reste à considérer une coupure b,; le long de cette coupure, 

7 ona 
u® (4) = ul) (p) + bin; | . a 

| du® (A) = dut" (p),  — ; ee 

re et, par suite, . — 

ie + dUix (A) — AU x (p) = bindut® (p), 


Ux()— Ux(p)— binu™ (p) + const. 


— 


_ En résumé, la fonction 


Wis) = fo ui0(2) dut() 


admet les périodes suivantes : 


le lougwde gi eo Uk (À) — Up) = 27 V— 1 u (9) + const., 

le long de a,(hAt)... U;x(À) — U;x(p) = const., 

TONGS deb teen. Uk (À) — Ux(p) = binu™ (p) + const., ; 
le Jone de Oy ners Ui. (A) —- Ue(p) = const. 


L'intégrale f u®(z) du" nous fournit donc un exemple du loga- 


rithme d’une fonction F. 


5 bis. Des remarques précédentes, il résulte qu’en multipliant une : 
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fonction F donnée par des facteurs de la forme etxt® = ef Luis 
par des fonctions à multiplicateurs constants, on peutramener al unité 
les multiplicateurs relatifs aux coupures a. A la vérité, on a introduit 
un multiplicateur constant sur chacune des coupures cz. Mais cela ne 
complique aucun des calculs qui suivent, si les coupures c, partent 
des points de croisement des coupures a avec les coupures b. 

Nous ne considérerons plus maintenant que les fonctions F, dont 
les périodes sont définies par les égalités 


le long dé aps... F(A) =F(p), 
(3) le long de cz..... FO) F(a), 
le long de by..... F(A) =E(p) ett Be Ot tO eM ey, 


POU =F 2, Le, Pe 


6. Il existe, entre les zéros et les infinis d’une fonction F dont les 
multiplicateurs sont donnés, des relations qui peuvent étre considérées 
comme une généralisation du théoreme d’Abel sur les zéros et les in- 
finis d’une fonction algébrique. Ce sont ces relations que nous vou- 
lons obtenir. | 

Nous commencerons par calculer l'intégrale 


I= { UdLogF, 
FU 

prise le long du contour de la surface de Riemann, rendue simplement 
connexe T’ dans le sens indiqué par les flèches sur la fig. 2, F étant 
l’une des fonctions considérées et U une intégrale abélienne attachée 
à la même surface de Riemann : nous (TES par x et vd, les 
modules de périodicité de U le long des coupures a, et b;. L’inté- 
grale I peut être considérée comme une somme de termes dont chacun 
correspond à l’un des bords d’une coupure; nous associerons les 
termes qui correspondent aux bords opposés d’une même coupure. 

Considérons d’abord une coupure a, et désignons par (a;) la somme 
des deux termes qui correspondent aux wera opposés de cette cou- 
pure. En raisonnant comme au n° 3, nous obtenons 


(ax) = —f [U (2) d LogF (2) — U(p) d LogF(p)}, 


” Sd TU 
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en supposant que le point p se meut dans le sens indiqué par une 
flèche sur la fig. t et que le point A est assujetti à rester en face du 
point . Or, le long de la coupure a, on a constamment 


dLogF (A) =dLogF (p); 
il en résulte 
(ax) =— f (U(2)—U()]dLogF(), 
puis | 


(ax) = — a { dLog(p), 


et, comme le long de a, le point p se déplace de 8 à « (voir fig. 1), 


(ax) = — Ao, [Log F («) — LogF(8)], 


F(B), 
F(a) 


(ax) = &,Log 


Mais, pour passer de « à B, il faut passer du bord négatif au bord 
positif de la coupure b;; on a done 


F(B) = + Bou) (00) + But) CEE Bf? uP) (a) | 
> 


F(a) 
et il en résulte, pour (a;), l’expression 
(ax) = bo, [Bz + BY u(x) + BY ul?)(a) +...+ BY) ul?)(x)] + o,2m,7 V—1, 


dans laquelle « est l’affixe d’un sommet situé au point de croisement 
des coupures a, et b;, celui qui se trouve sur le bord négatif de cha- 
cune des deux coupures, et m, désigne un nombre entier positif ou 
négatif. 

Prenons maintenant la coupure b;, et désignons par (b;) la somme 
des deux termes correspondant aux bords opposés de cette coupure: 
(b;) est donné par l'égalité 


Gr)= — [TU Q) dLog F(A) — U(p) d LogF(#)], 
bk 


le mouvement du point p ayant lieu dans le sens indiqué par une flèche 
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sur la fig. 1, et le point A étant assujetti à rester constamment en face 
du point p. Le long de la coupure 0;, on a 
UQ) = U(p) + be 
d LogF (A) = dLogF(p) + BE dut (p) + BP du) (p) +...+BPdutr)(p); 


en remplaçant U(A) et dLogF(A) par ces valeurs dans l’expression 
de (bx), on trouve, apres une réduction évidente et un changement 
_ de signe dans les deux membres, 


(6) =BY f U(p) du + BY U(p)du+... + BP f U(p)duir) 
| br , bk by 


Path ALogk(p)+%s] By? fau) -+82 du) (p) +... BP i du (e)]: 
bE bg by 


oe 


Les intégrales multipliées par vw, se calculent aisément. Sur la cou- 
pure 6, le point b se déplace du point « au point à; d’après cela 


ae = LogF (06) — Log F(a) = Log 


bk 


Mais, pour passer du Penta: a au point 6, il faut traverser la coupure a, 


de sorte que 
F(6) 
F(a) 


a et Log one, 


Fr 


n; désignant un nombre entier positif ou négatif : on a done 
4108 F(p) =2menV—1. 
3 A 


On trouve de même 


= fau (9) =0 sihzk 


bx 


ble du”) (= a nV. 
bx 


En remplaçant par leurs valeurs dans l’expression de (b,) les inté- 
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grales qui viennent d’étre calculées, il vient 


by bk 


— (bp) = BY | U(p) du) + BY | U(p)du® +... + BP! U(p) du?) 
ox 
+ Wy, (2ngnV—1 + Bf2rV—:1). 


Il reste à considérer une coupure ¢c,; mais, le long de cette coupure, 
si le point À reste constamment en face du point p, ona 


U(A)=U(p), 
d Log F(A) = dLogF(p), 


et l’on en conclut aisément que les bords opposés de la coupure c, 
donnent, dans l'intégrale I, deux termes qui se détruisent. 
En définitive, on obtient 


fu dLogk = Ÿ dog[Be+ BYU) (a) + BP ul) (a) +... + BP ul”)(a)] 
T' 


ES [Bir [U(e) du + Be fuçodus +... + By? [U(e)duim | 


Far Vi ps [ 72; x — (ne + BYP) Voz], 


toutes les sommes étant prises des =1ak=p, et les lettres m,, nz, 
BY? désignant des nombres entiers positifs ou négatifs. 


7. Dans le cas où l’on prend pour U une intégrale normale de 
première espèce, w(z), on doit faire 


db} — am V—1, Mr == 0, Si Ase 4, 
Uo. Dr. 


La formule générale devient alors, en négligeant les multiples des 
périodes des intégrales de première espèce, 


u(® dLogF = 27ÿ—1[B; + BY ut (œ) + BE) wl (a) +...+BPuP)(x)] 


P 
poe ya [Bir fue edu Be fat (py dui +. By fut (edu? | 5 
far 


| 
| 


Lu hi ha) à.) ak dé 


ws yes 
PUR 


hd 


a A A Oy bé) ra à di da | 


al die 
+ 


où 777 


tions u®(z a 
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le point « étant l’un des sommets situés au point de croisement des 


coupures a; b;, celui qui est sur le bord négatif de chacune de ces deux 
coupures. 


Nous allons maintenant obtenir une autre expression de l’intégrale 


T= fut (s) dLog F(a)= fut (s) 1) as, 
T T' F(z) 


en considérant wee aire à l’intérieur de laquelle chacune des fonc- 


à reste holomorphe et telle qu’une partie du con- 
tour de cette os ae donnée par le contour de la surface simplement 
connexe T’. 

La fonction w(z) reste holomorphe à l’intérieur de la surface T’. 
D'un autre côté, par hypothèse, la fonction F (z) est régulière en tout 
point de la surface T’, sauf en un nombre limité de points qu’elle admet 
comme pôles : la dérivée logarithmique de F(z) n’admet alors d’autres 


points singuliers que des pôles qui sont les zéros et les infinis de F(s)- 
FY) 


F(z 
de ces points n’est infiniment rapproché du contour de la surface T’. 


On peut décrire autour de ces points comme centre des cereles suffi- 
samment petits pour qu'ils n’empiètent pas les uns sur les autres et pour 
que chacun d’eux soit tout entier compris à l’intérieur de T’. Soient 


Désignons ces pôles de PAP Mis No» «++» Ng» et SUPposons qu'aucun 


Diy, ©2, Oz 


Lo] 


ces petits cercles : enlevons la portion de la surface T’ située à l’inté- 
rieur de chacun d’eux; il page une aire T” à l’intérieur de laquelle 


F'(s) 
’ F(z) 
morphes. T’ est une aire 4 contour multiple et son contour est forme 


par le contour de I’ et les circonférences des petits cercles ©,, O2, --., 
©, (fig. 4). On a done, en appliquant le théorème de Cauchy 


k=g 
f(a) dLogk (2) — > f u)(z)dLogF(z)=0, 
i . i 0, 


le contour de chacune des aires T’, ©,, ©,, ..., ©, étant supposé 
décrit dans le sens positif, c’est-à-dire dans le sens défini par un mo- 


les deux fonctions u”(z) et par suite leur produit restent holo- 


(5) 
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bile qui aurait constamment à sa gauche l’aire limitée par le contour. 
(On remarque que l’intégrale donnée par le contour de ©, doit être 
changée de signe, si l’on change le sens de l’intégration le long du 


contour de ©,.) La première intégrale est précisément l’intégrale I que 
nous venons d'évaluer; les autres se calculent aisément. A l’intérieur 
du petit cercle ©, il y a un seul point singulier à considérer, le 
point "#3 le résidu correspondant de la dérivée logarithmique de F(z) 
est le nombre entier positif ou négatif, 1, qui exprime l’ordre de la 
fonction F(z) en ce point. On en conclut que 


if 169(2) dlogF(s)= arr pew? (nn). 
bk 
L'application du théorème de Cauchy donne donc, pour l'intégrale I, 
la nouvelle expression suivante 
= 2rV— 1) Epyut (nx) | 
ou, en séparant les zéros 8,, B., ... et les infinis «,, a», . 
1=27V/—1: dul) (B;) — Sul) (a;) |. 


Egalons maintenant les deux expressions de l'intégrale I; en négli- 
geant les multiples des périodes, il vient 


Sul (Bj) — Zu (a) 


= B;+ BY! wu) (a) + BY?) ul) (x) +...+ BYP u? (a) 
k=p 


I , 
— NES ÿ [ur furan + Be fui du) +... By fw dut] 
k 


k= bk b 


DOW! TS Dyas cr D 
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Dans le cas particulier où les multiplicateurs le long des coupures 
6, sont constants et se réduisent par conséquent à e*, e, ..., e, le. 


nombre des zéros est égal au nombre des infinis; si l’on désigne ce 
nombre par q, la formule précédente devient 


1=q 
dle (6) —u (I =Ba, h—1,2,..,p, 


jai 


et l’on retrouve, à un changement de notations pres, les formules don- 
nées par M. Appell [ Mémoire sur les fonctions a multiplicateurs, p. 13, 
formule (3)]. Ces dernières formules étaient déjà une généralisation du 
théorème d’Abel; les formules (5) en donnent l’extension avec fonc- 
tion F. 

8. Appliquons les formules précédentes à la fonction 

F—O[ut(s:)— GJ. 

(Voir Briot, Fonctions abéliennes .) 

Dans ce cas particulier, on a 

DD; 0G;; 


de plus le Tableau des coefficients autres que B,, B,, ..., B, est 


OT, , 0, 
28) *9 ’ > 
0, a Pe 


Tableau symétrique dont tous les éléments sont nuls, sauf ceux de la 
diagonale principale qui sont tous égaux a —1. 
Les formules (5) deviennent ici 


ul) (B,) + wl) (Bs) +... + uw (Bp) —-Gi=G, 


en posant a 


I A 
hs tat) pede clad a à fu dut#) 
C u eet p) 


k=1 ok 
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(x désigne l’affixe d’un sommet situé au point de croisement des cou- 


pures a; et b;). 
Pour faire la comparaison avec les formules données par Neumann 


[ Abelschen Integrale, p. 364, formule (30)], savoir 


Ke=Wa(Be) — Lu À [bert = = Fe) des 


AA 
on doit remplacer 
w(s), biz, Gi Gi (notation de Briot) 
par 
aw(s), biz 2G; 2C; (notation de Neumann), 


et remarquer que 


fre ame wS(p) dw. 


be bk 
9. Le théoreme de Riemann sur les zéros d’une fonction 
O[ul)(z)— Gi] 
consiste en ce que, dans les égalités 
uw) (B,) + uw) (B.)+...+ul(B,) —G;=C,, 


les quantités C; sont indépendantes -des valeurs attribuées aux con- 
stantes G;. Nous allons étendre ce théorème aux fonctions F. Nous 
nous nous appuierons sur la remarque suivante : Les quantités G; 
peuvent être introduites en se donnant les multiplicateurs de la fone- 
tion O[u(z) — G;], puisque, le multiplicateur de cette fonction le 
long de la coupure b; étant 

eH (s) + Gb, 


si l’on désigne la partie constante de l’exposant par B;, on a 
B;= G;— by. 


Si nous remplacons G; par B; — b;; dans les égalités qui expriment 
le théorème de Riemann, elles deviennent 


ul) (By) + ul) (By) +...+ u()(B,) — B;= Ci, 
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les quantités C; étant indépendantes des valeurs attribuées à B,, 
Br cab. 
Ceci nous conduit à écrire les p relations (5) (en supposant, pour 


9 ° . . . a 
que l’analogie se voie mieux, que la fonction F admet p zéros et n’a 
aucun infini) 


w)(B,) + wu (B,)+...+u(B,)—B, 


= BY ul) (a) + BY? wi) (a) +...+ BY? ul?) (a) 
k=p 


I , ; . À 
faa [Ber fut) aun + By fw (ey du... BP fu) dut 


1 k bx bk 


POUR 152) %.07p, et à remarquer que les seconds membres sont 
indépendants des quantités B,, B,, ..., B,. 

Le résultat correspondant dans le cas général peut s’énoncer en 
disant que si, pour une fonctionF, on connaît, à une constante prés, les 
exposants des multiplicateurs et si de plus on se donne les zéros et les 
infinis de la fonction, les multiplicateurs sont complètement déterminés. 
Nous verrons que ces données définissent à un facteur constant près 


la fonction F. 


10. Le théorème d’Abel faisant intervenir les intégrales abéliennes 
de troisième espèce s’étend de la même manière aux fonctions F. 
Soit IL,,(z) l’intégrale normale de troisième espèce devenant 
infinie 
dans le voisinage du pointæ comme log(z — x), 


dans le voisinage du point 3, comme — log(z— 2); 


nous supposerons que le point z,.est celui qui correspond à la limite 
inférieure des intégrales de première espèce. 
Considérons l'intégrale 


IL, (2) dLogF(z), 


T’ 


prise le long du contour de T’. On a immédiatement une première 
valeur de cette intégrale, en se servant du calcul fait pour une inté- 


S. 28 E. LACOUR. 
grale abélienne quelconque; il suffit, dans la formule (4), de faire 
do, y= ul) (ev) — ul) (a) = wl (2), 


on obtient l’égalité 


Tf Mawe()¢ Log (=) 
HET 
LE 5 
-- nj, ul*) (x) ai ee, [Bem z(p) ) dut) +. Bp fr «eau | 
ne 
en posant 
n, = BY + n= BY. + — dLogF(p) 
27 V—1 by 


Nous aurons une autre expression de la même intégrale en consi- 
dérant une aire dans laquelle le coefficient différentiel reste holo- 
morphe et telle qu’une partie du contour de cette aire est formée par 
le contour de T’. 


Soient 
Ni; Nay see Ng 


les points qui sont zéros ou infinis de F(z) : ces points sont des pôles 
pour la fonction © Log F(s). Considérons une bande tres étroite J, 
comprenant tous ces points, puis une autre bande très étroite m com- 
prenant les points z,,a qui sont des points critiques pour l’intégrale 
IL. Nous supposons qu'aucun des points considérés n’est infiniment 
rapproché du contour de T’; dès lors on peut choisir les bandes Z et m 
de façon qu’elles ne soient pas coupées par le contour de T’ et qu “elles 
ne se rencontrent pas non plus. 

Soit T” l’aire obtenue en enlevant les portions de la surface T’ situées 
à l’intérieur de l’une ou l’autre des bandes Z et m. T” est une aire à 
plusieurs contours dans laquelle chacune des fonctions 


LAN Ie 


IL) dz 


reste holomorphe. En appliquant a cette aire le théoreme de Cauchy, 
nous trouvons 


sta Logh (2) — (U.,»(2)d Logk (2) — f'U.,xd Log (=) =o, 
ge l m 


a= 
ie 
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chacune des intégrales étant prise dans le sens positif le long du con- 
tour de l’aire correspondante. | 

Nous allons calculer les deux dernières intégrales. Prenons d’abord 
celle qui se rapporte à la bande /. On peut réduire cette bande à des 
cercles infiniment petits ©,,0,, …, 0, entourant les points y,, yo, --- 
yz et à des coupures formés de lignes infiniment rapprochées allant 
_de l’un à l’autre de ces petits cercles: on vérifie alors aisément que l’on a 


fard Loer =f IL, 4 LogF +f, sd Log + f° IL, «4 LogF, 
1 0, À, 0, 
puis 


ee 
fard Logr = on D pylt.,x(n)), 
Z 


St 


yu; étant le nombre entier positif ou négatif qui indique l’ordre de la 
fonction F(z) au point Hj. 

Pour évaluer l’intégrale relative à la bande m, nous commencerons 
par intégrer par parties 


f Waxed LogF (2) = TL,» (2) LogF(2)]n— [Log (2) dl,» 


afin de n’avoir plus sous le signe / que des poles au lieu de points 
critiques logarithmiques ; comme, dans l’aire T’, chacune des fonctions 
IL, (2) et logF(z) est uniforme, l'égalité précédente se réduit à 


LR tés doute: À. la nb a té à à is à :: 
’ de L 


fiedLogr == [( LogF) dIL, 2. 


On peut réduire la bande ma des cercles infiniment petits c, et c 
entourant les points z, et æ et à une coupure formée de deux lignes 
infiniment voisines réunissant ces deux petits cercles. Le long de cette 
coupure, l'intégrale de troisième espèce IL, admet comme période 
or y—1; quand on traverse la coupure, la dérivée de IL. garde la 
7 même valeur, LogF(z) garde aussi la même valeur, et, par suite, les 
2 bords opposés de la coupure donnent dans l'intégrale des termes qui 


7, ea. tt à. de ts D'ou da 


TT 


ki et eA 
(6) 
| 


Drive ne LD [Bef Maelo dur wy f'n, pa (p) du)+,,, 4 Me du | 
—1 a N 
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se détruisent. Il reste 
fogr)ans= f(LogF) dll + f (LogF) dlls 


Les coefficients différentiels des deux dernières intégrales admet- 
tent comme pôles dans les aires correspondantes les points z, et x 


avec les résidus 
— LogF(z), LogF(x). 


On a donc 
f (Logk(s)] dM, «= 2% V= 1 [LogF (a) — LogF(+0)], 


et, comme le premier membre de cette égalité changé de signe donne 
la valeur de [Le dLogF, 


J l..2(2)d Log (2) =— avr x Los 


Remplacons par leurs valeurs les intégrales relatives aux bandes 
let m, nous trouvons 


: À 
IL,2(3) dlog F(z ep Wi ewe ny Log os 


11 


arab 


Mais l’on a déjà, par un calcul direct, obtenu une expression de 
l’intégrale qui figure dans le premier membre; en la substituant dans 
l’égalité précédente nous obtenons enfin la formule que nous voulions 
trouver comme généralisation du théorème d’Abel : 


Uz, (05) 
iy! 
rs 5 


k=! 


11. Dans le cas particulier où les multiplicateurs sont constants, 
le nombre des zéros est égal au nombre des infinis; désignons les 
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infinis par &,, &, ..., a4, les zéros par B,, Bs, ..., B,. La formule pré- 
cédente devient 
| i=4q : oe 
F(a) . 
yes =: [Le (Bi) — Iz, x(a;)] +» nia). 


t=1 Tf 


D'après le théorème sur l’échange du paramètre et de l’argument, 
on a, à une constante près, 


[Lx (8:) — The. (oi) = Ip. (2). 
En tenant compte de cette égalité, la formule précédente devient 


Fx)=C ely, B,(@) +11 gy, B(e)+-.-+1T gy, BA edie) (æ)+heu(@)(æ)+...+pulPl(æ) 2 


C désignant une constante, A, A,, ..., A, des nombres entiers positifs 
ou négatifs. On retrouve ainsi une formule de M. Appell [Mémoire sur 
les fonctions à multiplicateurs, p. 13, formule (13)] pour la décomposi- 
tion en facteurs simples d’une fonction F dont on donne les multipli- 
cateurs supposés constants, les zéros et les infinis. 


DEUXIEME PARTIE, 


12. La dérivée logarithmique ®(z) de l’une des fonctions F(z) 
qui viennent d’étre étudiées est une fonction uniforme sur la sur- 
face T’ et admettant, le long des coupures a,b,, des périodes définies 
par des égalités de la forme suivante : 


Rejone dera;, Hu. D(A)— ®(p) = wz (p), 
Le longede. 6g.2...... @(1) — (po) = vx (p), 


wo, (z) et 4(z) étant des fonctions composées linéairement avec les 
dérivées des intégrales de première espèce. Nous allons étudier le cas 
plus général où, dans les égalités qui définissent les périodes, les 


S.32 E. LACOUR. 


fonctions w,(z) et Y4(z) sont des fonctions rationnelles quelconques 
du point analytique (s,s). 

Montrons d’abord qu’on peut toujours ramener le cas général au 
cas où les périodes relatives aux coupures a; sont toutes nulles; il 
suffit de poser 


ar ult)(z) w(3) 


®, (2) = O(5) — 


27 


I 


2(- a re LS, { 3). 
onV—1 Ne aah ae ae ee ) 


En effet, le long de la coupure a,, 


I 


ae [wi (2) @1(A) — up) o1(p)] 


D, (A) — Bip) = wx(p) — 


27 


= wy(p)— © |[onV—1 + ul") (p}]wi(p)— ut (p) w1(p)| 
27 V—1 


— 0, 


La vérification se fait de même pour les coupures a, ..., a,. Le long 
de la coupure D, la partie de l’accroissement ®, (À) — ®,(p) qui pro- 


vient du terme 


eu (a Vane (iz) 
V 


ATV 
est égale, puisque & (A) = w(), à 


I 


ATE 


Tw) (p) + biz] o) (p) — ul) (p) wo (p)|, 
ou bien 


bix ; 
EU ——"— w!(p), 
QT NE 


de sorte que, le long de la coupure bz, 
Pp 
I A 
1 (4) — 1 (p) = Yx(p) — re ol) (p). 


La période de ®,(s) le long de chacune des coupures 0, reste donc 
une fonction rationnelle du point analytique correspondant au point 
où la coupure est traversée par la variable. 

D'après cela, nous supposerons dans tout ce qui suit (du moins dans 


2 

1 — 
1 

2 
os 
= 
eo 
Zz 
s 
g 

ies 
a 
22 
¥ 
3 
Z 
6 
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la deuxième partie) les périodes définies par les égalités suivantes : 


DÉMONE ER an ee coran ®(1) — ®(p) — 0, 
LOOSE: (8 er re B(A) — (0) = vz (0), 


les fonctions },(s) étant des fonctions rationnelles du point analy- 
tique (2, s). 

Nous supposons de plus que la fonction ®(z) est régulière en tout 
point de la surface T’, sauf en un nombre limité de points qu’elle admet 
comme poles. 


13. Soit ®(z) une fonction répondant à cette définition; proposons- 
nous d'évaluer l’intégrale 


I= fots)aU(s), 


U désignant une intégrale abélienne attachée à la surface de Riemann T 
et l'intégrale étant prise le long du contour de la surface simplement 
connexe T’. En répétant un raisonnement analogue à celui du n° 6, 
on trouvera pour la somme des intégrales partielles données par les 
bords opposés de la coupure a, l'expression 


(ax) =— f LG) AU(A) (6) dU(p)], 


le point p se déplaçant dans le sens indiqué par une flèche sur la 
fig. 2 et le point À étant assujetti à rester constamment en face du 
point p. | 
Mais le long de a, 
P(A) =D(p), 


dU(X) = dU(b). 


Done, on a déjà 
(ar) 0: 


Evaluons maintenant la somme des deux termes de I donnés par les 
bords opposés de la coupure 4,. 
On a d’abord | — 
(bp) =— | [®(A) dU(A) — ®(p) dU(p)], 


br 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. S.9 
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l'intégration ayant lieu dans le sens indiqué sur la figure pour le 
mouvement du point g, et le point A restant constamment en face du 
point ¢. En tenant compte de l’égalité 


dU(A)=aU(p), 


on met d’abord (b,) sous la forme 


(by) ==— | [®(A) — P(P)IZU(e), 


bk 


puis, en introduisant la période relative à la coupure b,, 
by) = — ke )d'U( )- 
(dx) J ate p 
Des expressions obtenues pour (a,) et (b,), on déduit l'égalité 
[ ®(s)@U(s)=— f d(e) au — POLE bp(p) aU. 
Tr CA “bs bp 


D'autre part, d’après le théorème de Cauchy étendu à la surface 
simplement connexe T’, l'intégrale 


if 


= f %2)av(s) 
2RV—1 Jr 


est égale à la somme des résidus de la fonction 


®(z)U'(s). 


Les seuls points singuliers de ce produit pour lesquels le résidu 
puisse être différent de zéro sont les pôles de ®(z). Soient c; l’un des 
pôles dont nous supposons l’ordre égal à l'unité et R; le résidu corres- 
pondant de ®(z); pour le produit ®(z) U’(z), le résidu correspondant 
au pôle c; sera 

BR, U'(¢;). 


Alors, en écrivant que la somme des résidus multipliée par 27 — 1 
est égale à la valeur que nous avons obtenue pour l'intégrale 


ip © dU, 


Te nee: Ee ee ee de Ee ee eT ee th au nul du xne ad ét RÉ dr 


L 7 


Tore née Là 


ware 


y 
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on trouve la relation 


arr PRU (er) =— f dup) av — f yap) au —...— [ploy av, 
by bs bp 
14. En remplacant dans cette égalité U successivement par chacune 
des intégrales normales de première espèce, et en désignant par u,(z) 
la dérivée deu”(z), on obtient les p relations suivantes entre les pôles 
et les résidus correspondants d’une fonction ® : 


% Da 


(8) any —1 DR ugle=— f Y(p)du — f dale) dut® —...— vp (p) dul), 
by bp 


pour 
LORE an eT oh pe 


Dans le cas particulier où la fonction ®(z) est une fonction ration- 
nelle du point analytique (s,s), U,(2), Ÿ,(z), ..., d,(z) sont identi- 
quement nulles; les relations précédentes deviennent les relations 
connues entre les poles et les résidus correspondants d’une fonction 
algébrique. 

Considérons encore le cas où ®(z) est une intégrale abélienne nor- 
male de seconde espèce avec le pôle simple s = cet désignons par ws, 
le module de périodicité de cette intégrale le long de la coupure 6,, la 
relation précédente devient 


arV=Tu, (ce) =— Wy dut (p) —...— thy f dul (p) —...— vb, [ du(o); 
b, bx “by 


dans le second membre, toutes les intégrales sont nulles, sauf celle qui 
correspond à la coupure 6, et qui est égale à 27/— 1, de sorte que, 
dans le cas actuel, les p égalités deviennent les suivantes 


VWr;=—u,(c) (C.F Sa ener D}: 


Elles font donc connaitre les modules de périodicité de l’intégrale 
normale de deuxième espèce; ou, si l’on suppose connus ces modules 
de périodicité, elles se réduisent à des identités. 


45. Nous nous proposons maintenant d'obtenir l’expression d’une 
fonction ® dont on donne les périodes, les pôles et les résidus corres- 
pondants. 


S.36 


Considérons BLM fete) 


(3) LC) 


T 


. i 7 a L 

Al. cr. y | ry 
IL. (2) désignant l'intégrale normale de troisième espèce don ont la dé- — 
rivée devient infinie: Les 


1. : ; I 
Dans le voisinage du point 2 comme Stee 
I 
AT 
SEA GES, 


» 39 » bee 
La fonction, sous le signe somme 
DCS) (s) 


est uniforme sur la surface T’. Les seuls pôles de cette fonction, ad- 
mettant un résidu différent de zéro, sont les points z,,x pôles du 
facteur IL... (2) et les pôles de la fonction ®(<); soient = 


les pôles de ®(<z) et Les a 
s (4) RO RSR ie | 


les résidus correspondants. Entourons chacun des points z,, x; ¢,, 

€» ...,€, d'un cercle infiniment petit. On sait que l'intégrale prise le « 
long du contour de T’ est égale à la somme des intégrales prises le | 
long des contours des petits cercles, si l’on intègre, dans le sens posi- 


* tif, le long du contour de chacune de ces aires. Nous pouvons écrire 
cette égalité de la façon suivante 
feat f O2)aM+ fo(toan.+s fo(an… 
T (50) (x) (ci) . 
Or, ona 


@(s)M..(s)ds — ar 1 RLM. (ci), 


fe )ILr(s)ds = anV—1 D(z), 


(x) 


JR 2) Lr(3)de =— 27m V— 1 Ds). 


% 
3 
; 
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D'autre part, d’après le calcul fait pour une intégrale abélienne 
quelconque (n° 13), 


fecam(s) à Y facon 
eas 


En remplagant, dans la relation fournie par le théoreme de Cauchy, 
_ les intégrales par les valeurs que nous venons de rappeler, nous ob- 
tiendrons une formule donnant l’expression cherchée de O(a) 


D(æ&) — D (50) + Ÿ Rill,» (ce 


(9) és Ë 
== i aly fi Mla mS = | om ByX* 


16. Dans le cas particulier d’une fonction algébrique, la formule — 
devient 


@(x) — (20) =— Ÿ Rs (ci). 


Pour retrouver la formule connue donnant la décomposition en élé- 
ments simples d’une fonction algébrique, il suffit de remarquer que 
Yona: 

a ae ) Ze, z), 


en désignant par Z(x,z) l'intégrale normale de seconde espèce 


. . . . T . 
qui devient infinie comme ~——,, quand la variable x se rapproche du 


point z; on le vérifie en dérivant par rapport à z deux membres de 


Végalité 
fans fo ae 


Zo 


que fournit le théorème sur l’échange du paramètre et de l'argument 
et en se rappelant que l'intégrale normale de seconde espèce changée 
de signe est la dérivée par rapport au paramètre de l'intégrale nor- 
male de troisième espèce. En tenant compte des résultats que nous 
venons de rappeler, la formule donnant l'expression de ® (x) devient, 
dans le cas d’une fonction algébrique, 


D(x) — Dir) —R;Z(x, c,) + R:Z(x, 0 oh Z(2,ce); 
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et il convient de rapprocher de cette formule les p relations 


R,u,(c,) + Ryu, (cs) +... + Rg uy (eg) =0 
(RSE Ros eee 


à l’aide desquelles on vérifie aisément que l’accroissement de la fonc- 
tion ®(x) est nul, quand le point x traverse une coupure b4. 

L'examen de ce cas particulier nous conduira à écrire, dans le cas 
général, la formule sous la forme suivante 


D(x) — D(z) => R;Z(æx, ci) 


(10) : : 


1 all,,. — —— 2 sox meee — 
HSE aif (eat. ROLE 


PEN pie A 


et à rapprocher de cette formule les p relations 
DRiui(e) = © f lp) dut 
2TV—1,, 


I I 
= |) RTE du®. 
pee tte) maf ee) u 


Vérifions encore cette formule dans le cas où la fonction P(x) est 
une intégrale de seconde espèce n’admettant que des pôles simples, 
et dont les périodes, le long des coupures a,, sont toutes nulles. Dans 
ce cas, Y,(z) se réduit à une constante; l'intégrale 


fut ale =e f dite) 
by bx 


contient en facteur l’accroissement que reçoit Vintégrale normale 
IL,,,.(2), quand la variable traverse la coupure a,. Cet accroissement 
étant nul, l’intégrale correspondante disparaît et ®(s) se réduit à une 
somme d’intégrales normales de seconde espèce multipliées par des 
constantes. 

Ces constantes sont, d’ailleurs, arbitraires, puisque les relations 
entre les pôles d'une fonction ® et les résidus correspondants se ré- 
duisent, dans le cas actuel, à des identités, quand on y remplace par 
leur valeur connue les périodes de l'intégrale normale de seconde 
espèce. 


oe 
| 


| 
| 


sit But db D ee ee dès 


* 


: 


à dire. d'à did 


Fa ee eee eae dé de Là à D is ee à 


dont Te ut ee ee Ve URL Lo ob è Dé. dd. À 
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17. Nous allons vérifier que l'expression donnée pour ®(x) par la 
formule (10) admet bien les périodes de la fonction ®(x), pourvu qu'il 
existe entre les pôles et les résidus correspondants les relations (8), 
et ceci nous donnera la solution du problème : Construire une fonc- 
tion ®( 2) uniforme sur la surface T' et dont les périodes se définissent à 
l’aide de fonctions données 4,(z), assujetties seulement à la condition 
d’être des fonctions rationnelles du point analytique (s,s). Nous aurons 
à nous appuyer, pour cela, sur le lemme suivant : 


dz 
L(a)= f 2 
CET 


prise sur un plan simple le long d’un arc de courbe C, et considérée comme 
fonction de x, admet la ligne C comme coupure : en désignant par X et b 
les affixes de deux points situés de part et d'autre de la courbe C sur une 
normale à cette courbe et à une même distance infiniment petite du pied 
de la normale, on a 


Lemme. — L'intégrale 


LOT) Ee om x. 


Soient Ox, Oy les axes rectangulaires auxquels la courbe C est rap- 
portée, z, l’affixe du pied de la normale, @ l'angle de Ox avec la tan- 
gente au point z, (fig. 5), en prenant comme direction positive sur la 
tangente la direction qui correspond au sens d’intégration et le sens 
positif pour les angles étant le sens de rotation du système d’axes Oa, 
Oy. Sur la normale, considérons comme direction positive la direction 
définie par l’angle 


T 
@=a+ -;, 
2 


et supposons le point À pris sur la demi-droite, issue du point z, 
qui correspond à l’angle Ü, le point p sur la demi-droite de direction 
opposée, les deux points À et p étant à la même distance r du pied de 
la normale. On a 

= Sete rewv-, 


pe, — rev. 


Il suffit évidemment de considérer un arc de courbe très petit compre- 
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nant le point s,; sis est l’affixe d’un point de ce petit arc, on a 


LE me a (S— 51) + 
= Ga ds eh 4 a J 


en désignant par s l’arc de la courbe C compté à partir d'une origine 


arbitraire dans le sens choisi pour sens d'intégration, par s, la valeur 


’ . dz dz 
de l’arc correspondant au point z,, el par (=), la valeur de = au 


même point. 
Remarquons que 


dz) = am 
— | = ER i es 
(&). cosa +\V—1isina=e 


Alors, en posant s—s,—c et en négligeant les infiniment petits 
d’ordre supérieur, nous trouvons 


z=2,+ce%V-!, 


dz — e#-1 do, 
puis : 
ae dz pes eV -' do do 
3 — À B—-3,—(A—%) get“! reWT og — re0-uv-1 
T 
et, comme 0 = x + = 
ds do 


SEAL SRE PU 
on aurait de même 
dz do 


SON Faery — I 


On en conclut 


6" y 
U2) — Hie) = f ( oes Ne 
J Wg! o—ry—1 S+rVÿ/—1 = 


en désignant par o” et — 9" les valeurs de o qui correspondent aux 
extrémités du petit arc considéré. En réduisant au même dénomina- 
teur sous le signe Je on trouve 


Z(A) ee Z(e) — UT 1 F LE 


=—0! 
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et, en intégrant, 


= 4 ne. ali 
Z(A) —Z(p) = 2V—1 (are tang = — arc tang = ). 
a’ eto” sont des quantités positives très petites que nous laissons fixes; 
r est positif et tend vers zéro quand on suppose que les points A et p 
se rapprochent indéfiniment de la courbe. On a donc, dans cette hy- 


pothese, 
Z(A) —Z(p) = 21 E te (- =) 


2 
et enfin 
Tiki Lie) ony — 1. 


Dans cette formule, on suppose qu’un sens positif sur la normale 
est défini d’après la règle suivante : On mène la tangente à la courbe C 
dans le sens d'intégration, et l’on fait tourner la demi-droite ainsi 
obtenue d’un angle égal à un droit dans le sens de rotation du système 
des axes de coordonnées; le point A (fig. 5) est pris sur la direction 


Fig. 5. 


positive de la normale. Dans le cas d’une courbe fermée décrite dans 
le sens positif pour passer du point p au point À (jig. 6), on pénètre 
dans l’aire limitée par la courbe. 

Si maintenant on considère l'intégrale 


wiey= F7 
€ 


où Y(z) désigne une fonction rationnelle du point analytique (z, s), 
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on démontre aisément que 
W(A) —W(p) =2nV—1(p), 


les positions des points A et p étant définies comme précédemment. 
Dans le cas où la courbe C est fermée, on a une vérification à l’aide 

du théorème de Cauchy qui donne comme valeur de l'intégrale précé- 

dente, lorsque la courbe C est supposée décrite dans le sens positif, 


arV—1%(x) ou zéro, 


suivant que le point x est intérieur ou extérieur à l'aire limitée par 
la courbe. En effet, quand le point x passe de l'extérieur à l’intérieur 
en restant très voisin de la courbe, l’accroissement de l'intégrale est 


bien 
anW— 1 Y(x). 


Mais il est bon de faire remarquer que le résultat précédent a pu 
être établi directement, indépendamment des théorèmes sur les inté- 


grales de Cauchy. 


18. Ce lemme démontré, revenons à la formule 
D(x)—®(2)= Ÿ RiZ (x, ci) 
I I I 
eee Se fac) dl LR { Mey ibe = ip (6) dE.» 
27 =f P aTV—1 Re (e) 2TV—1 ie. tr 


Nous mettrons d’abord chacune des intégrales du second membre 
sous une forme plus simple, en remarquant que, la fonction sous le 
signe somme 


Yx(5) IL, (5) 


étant une fonction rationnelle du point analytique (z, s), le seul chan- 
gement qui se produit quand on remplace le point ¢ par le point À 
(fig. 1) est un changement dans le sens d’intégration, de sorte que 


— f Ul) Ah. = (i “de (2) Maye. 


TE 


Le ba ee ee LÉ AUD DS di, di Su S.à di D dd) Se ee à: de à à 
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Nous écrirons alors la formule 


Do 2° 


+ 


= 


le sens d'intégration sur chaque coupure étant le sens correspondant 
au bord positif de la coupure (ce sens est indiqué par une flèche sur 
la fig. 1). 

Cela fait, nous allons supposer que æ traverse la coupure b,, calculer 
l'accroissement qui en résulte pour chacun des termes du second 
membre et en déduire ce qu’on obtient ainsi pour la différence 


(1) — D(p). 


Considérons d’abord l'intégrale de seconde espèce Z(x, c;); le 
module de périodicité de cette intégrale correspondant à la coupure b, 
est égal à — uw’ (c;), de sorte que l’accroissement de ZR;Z(x, c;) est 


= ZR; Tie, (¢;). 


Quant aux intégrales prises le long des coupures b;, réservons la 
première dont le chemin d’intégration est traversé par le point æ; 
l’accroissement de chacune des autres s’obtient aisément en se rappe- 
lant que, d’après le théorème sur l’échange du paramètre et de l’ar- 
gument, 

IL} (2) — IL, ,(2) = ul) (z). 
Alors, = se déplaçant le long de la coupure 6, par exemple, ona 


dll,,,(4) — dIL,ÿ(z) = du (2), 


de sorte que l’accroissement de l’intégrale IEFOL MO est 
ba 


pas) dut (2), 


ee bs 


et l’on a de même l’accroissement des intégrales correspondant aux 
coupures b,..., Dp. 


Cas ()+ Tf Yale) dt + = Jr 2) dx 
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Nous avons réservé l’intégrale 


(4) dIL,x(3), 
by 


dont le chemin d’intégration est traversé par le point a, point critique 
de l’intégrale IL... 

Prenons sur le bord positif de la coupure b, un arc tres petit 5, con- 
tenant le pied de la normale sur laquelle se trouvent les points À et p et 
soit 6" le reste du bord positif de la coupure 6,, nous avons à consi- 
dérer la somme 


1 all., » & 1\4 all, x 3): 
[wo (2) + fu ) dE, » (2) 


L’accroissement de l'intégrale correspondant à l’are b, s’obtient 
comme celui de l'intégrale correspondant à l’une des coupures b,, ..., 
b,, puisque le chemin b° n’est pas traversé par le point x. Cet accrois- 


sement est 
faite) dut (2); 
p! 


il diffère tres peu de 
di(z) du (x), 
by 


puisque Ÿ, (z)u, (s) reste fini sur l’arc 6, qui forme le complément de 
b, et que cet arc D est très petit. 
Il reste à trouver l’accroissement de l'intégrale 


fue) al, (2). 
b 


Or, dans le voisinage du point s — x, ona 


I 
a fonet. rég. de 3; 
a zoe 7 lonct.rég de z; 


? . 9° , * à * ’ ; . , 
au lieu de l'intégrale précédente, nous pouvons considérer 


Wi(2)= f(a, 
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, 1 
et, d’après le lemme que nous avons démontré, on a 


PQ) —Wi(p)=2rÿ— rt hy (0), 


On vérifie que le signe du second membre est bien choisi en se rap- 
pelant que le sens d’intégration est celui qui correspond au bord 
positif de la coupure b, (fig. 6). 


4 Fig. 6. 
7 P 
| 
| 1 
- 
- En résumé, quand x traverse la coupure b,, le second membre de 
| la formule (10) donne pour 
(A) — D(p) 
l'expression 
4 == R;,u: C; +—— f À) dut + ei hide. : 11 (1) 
a > 1 (cs) on /—t ul 27 V—1 Bes Las ae 1 RAS aS 
+ di(p). ° 


(On a mis À au lieu de z dans chacune des intégrales pour rappeler 
que le sens d’intégration est ici le sens correspondant au bord positif 
de la coupure.) Cette expression se réduit bien à d,(9) si l’on tient 
compte de l’une des relations (8) qui doivent exister entre les pôles 
et les résidus correspondants. 


19. Nous pouvons maintenant résoudre le problème suivant : 


Construire une fonction ® dont on se donne à l’avance les périodes, 
les pôles et les résidus correspondants. 


Pour se définir les périodes sur les coupures b;, on se donne p 
fonctions rationnelles d’un point analytique (z,s). Désignons par 
Ÿ:(3) la fonction qui correspond à la coupure b4. Soient 
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les points qui doivent être des pôles (nous supposons d’abord que 
ces poles doivent étre du premier ordre ) et 


R,, Rag, sey Re 7 


les résidus correspondants. On suppose que les pôles et les résidus 
vérifient les p relations 


DR) + f MO) aul ++ f ola duit =o, 


POUL k= by Zeer ps 
La fonction cherchée est donnée par la formule 
i=g 
De) — (2) = D RiZ(æ, ci) 


i=1 
I 
ARTE Sa 
l'intégration le long de chacune des coupures 6, se faisant dans le 
sens correspondant au bord positif de cette coupure. 
Pour vérifier que la fonction ®(x) définie par cette formule répond 
bien à la question, il n’y a qu’à reprendre les raisonnements qui ont 
été faits dans le cas où on admettait l'existence de la fonction ®, 


puisque la seule restriction imposée aux fonctions d,(z) d’une part, 
et aux quantités 


fran, (2) bet Tad ee dE, à ( 2 


C15 C2) DEEE Cg, 


Ri, Ra, Vers 5 Rg, 


d’autre part, était que les p relations (8) devaient être vérifiées. 


20. Si le point c;, au lieu d’être un pôle du premier ordre devait être 
un pôle d'ordre g, on devrait remplacer dans la formule le terme 
R;Z(x, c;) par la somme 


R;Z(x, Ci) + R;Z' (2, Ci) Hs + RI» Z(a-1) (>, ce). 


Il convient de remarquer que, si l’on veut remonter de la fonction 
D (x) à une fonction F(a) admettant ®(2) comme dérivée logarith- 
mique, on a deux cas très différents suivant que l’ordre d’un “pôle c 
est égal à 1 ou que cet ordre est supérieur à 1. 


a 
3 
q 
a 
3 2 
4 y 
: 
- 
3 
À 
3 

4 

4 
i 
- 
> 
a 
= 
; 
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Dans le premier cas, on a, dans le voisinage du point c, 
®(x) = — 
C2 y= Se CE fonct. rég. de x; 


en intégrant puis en passant des logarithmes aux fonctions, on trouve 
successivement 
F(æ)=(x—c)"P(x), 


P(x) désignant une fonction de æ régulière dans le voisinage du 
pointæ = c, de sorte que c est, ou un pôle, ou un point singulier 
dans le voisinage duquel la fonction ne reste plus uniforme. 
Dans le cas où c est un pôle dont l’ordre de multiplicité est supé- 
rieur à t, égal à 2 par exemple, on a 
r'! 


i 
O(z = —— (okie . ré ; 
(x) PERS NX En. + fonct. rég. de x 


On en déduit successivement 


r! 


LogF(x) = r Log(x — c) — eae fonct. rég. de x, 


r’ 


F(a)=(a2—c)’e *—&P(x), 


P(a) étant une fonction régulière de x. On voit que dans ce cas, si la 
fonction F(a) reste uniforme dans le voisinage du point c, ce point 
est un point singulier essentiel. 


21. On peut, à l’aide d’intégrales abéliennes et de fonctions ration- 
nelles du point analytique (z, 5), composer une fonction ® admettant 
le long des coupures a, et b; des périodes rationnelles données. Sup- 
posons d’abord que les périodes correspondant aux coupures 4, 
doivent être toutes nulles et que l’on doive avoir 


le long de la coupure bx......... PB(A)— Po) = bz (p) 


Pour =i, 0 022, 2 
Considérons p intégrales normales de seconde espèce 


2e culs ce) ous, L(2;Cp)- 


Multiplions-les respectivement par des fonctions rationnelles de z 
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pour le moment indéterminées 
Qi(s), Q2(4), +++» Qp(s) 
et ajoutons les produits ainsi obtenus. Soit ®(z) leur somme 
® (5) = Qi (2) Z (2, ci) + Q2(s) Z (4, C2) +... +Qp(s) Z(4, ch). 


On aura le long de la coupure b;, en posant o uW(z) = 9,(2) 


— [®(A)— ®(p)] = Qi(p) px(ci) + Qe(P) 4 (C2) +--+ Qp(p) Gx (Cp). 


En écrivant que le second membre doit être égal à — d,(p) et en 
faisant succcessivement # =1, 2, ..., p, on est conduit aux p relations 


Qi(s) 9: (C1) + Q2(s) 91 (Cg) +. + Q,(5) %1(¢p) =— i (2), 
Q1(5) pa (1) + Qe(Z) paca) +... + Qp(Z) G2(Cp) =— be (4), 
Q.(z) Pp(C1) + Qo(4) Pp (C2) +---+ Qp(5)9p(Cp) =— Hp (2). 


Ces relations pourront étre résolues par rapport aux fonctions 
Q,(2), Q.(z), ..., Q,(z). Si le déterminant 


Pi(C1) pilcs) ... œie») 
A (¢,¢...¢p) = Pa(C1) 2(C2) ... Da(Cp) 
Pp(C1) Pp(Ca) .«.. op(Cp) | 


est différent de zéro, ce qu’on peut toujours supposer, puisqu'on a 
choisi arbitrairement c,, c,, ..., ©. 

Si les périodes, le long des coupures a,, au lieu d’être nulles, 
doivent être définies par les relations 


le long de CLA sie ess ® (A) — ®(p) = wz (p) 


on ramène la question au cas précédent en retranchant de ® la somme 


VS [01 (5) ul) (5) + we(s) wl) (3) +...-+ wp(s) utP)(3)]. 


®,(s) étant une fonction particulière, répondant aux conditions 
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a , , 9 6 aia : ; 
énoncées, l’expression générale des fonctions ® (z) est donnée par la 
formule 

®(s)=@,(z) + fonct. rat. de (3,5). 


4 L'expression de la fonction ® (z 2) que nous avons déduite plus haut 
4 de l'intégrale 

| feat 

a l’avantage de mettre en évidence les pôles et les parties principales 
d correspondantes. 

3 | TROISIÈME PARTIE. 


22. Les fonctions ® uniformes sur toute la surface T’ et dont les 
périodes se définissent à l’aide de fonctions rationnelles d’un point 
analytique se rattachent aux équations différentielles linéaires dont les 
coefficients sont des fonctions rationnelles d’un point analytique. 

Supposons les périodes définies par les égalités 


le long de-a;- 2... ® (1) — ®(9)=92(p) 
LEONE EM RENE P(A)—D(p)—dx(p) 


Si l’on détermine les coefficients d’une équation différentielle d'ordre 
2p avec second membre par la condition que l’intégrale générale doit 
être 
D+lim+...+ ApPpt Pavitt... + ppp, 
Dei 1 désignant des constantes arbitraires, on vérifie 
que les coefficients sont uniformes sur la surface T’. Pour détailler les 
calculs, nous nous bornerons au-cas de p = 2. 
Soit 


+ eV 
ae CIE APP Po. 


dz 
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* 
Remarquons d’abord qu’en égalant le premier membre à zéro, ona 
une équation différentielle dont l’intégrale générale doit être 


Ai Qi Ae Pa + Pi Va + Po po 


Nous avons ainsi, pour déterminer P,, P,, P,, P,, les équations li- 
néaires 


qe ts aa ace ee REC 
sae ee ARE A + P,9,=0, is 
ebro. BH eee +e +Pyhi=0, 
HA nu +P,5 nel Ht + Piao. 


Ces équations peuvent être résolues par rapport à P,, P,, P;, P, si 
l’on n’a pas 
d'9, do, do, 
dz’ a ds = 


Mais ce cas d'exception ne se présente pas si les fonctions 9,, 9, 
v,, Y. sont linéairement indépendantes [voir un Mémoire de M. J. 
Tannery, Sur les intégrales des équations linéaires (Annales de l’École 
Normale, 2° série, t. 1, p.121)]. Les quatre équations précédentes 
donnent, pour P,, P,, P;, P,, des expressions qui sont évidemment des 
fonctions rationnelles du point analytique (z, s). 

Il reste à déterminer V, mais V doit être identique au résultat de la 
substitution de ® dans le premier membre de l'équation différentielle, 
c'est-à-dire à 


d'® d ao d® 
det eee de eae 


La fonction ainsi définie est uniforme sur la surface T’; en effet, quand 


ANA 


Y 


Vea ss 
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on traverse la coupure a,, elle se reproduit augmentée de 


et cette expression est identiquement nulle, puisque c’est le premier 
membre de l’une des équations qui ont servi à déterminer P,, P,, 
P;,, P,; il en est de même pour chacune des autres coupures. 

Donc la fonction V est uniforme sur la surface T’, et l’on voit que 
l'équation différentielle du quatrième ordre avec second membre 
admettant comme intégrale générale 


D + Ay G4 Ao G2 + As Os+ A, os 


est telle que ses coefficients sont des fonctions rationnelles d’un point 
analytique. 


SUR 


LES EQUATIONS LINEATRES 


AUX DERIVEES PARTIELLES 


A CARACTERISTIQUES REELLES, 


Par M. Er. DELASSUS, 


PROFESSEUR AU LYCÉE DE DOUAI. 


INTRODUCTION. 


Dans le présent travail, nous ne nous occuperons que des fonctions 
réelles de variables réelles, ces fonctions étant analytiques d’après la 
définition adoptée actuellement et résultant de la possibilité du déve- 
loppement en série ordonnée. 

Une fonction analytique peut présenter des points singuliers isolés ou 
des lignes singulières; ces dernières peuvent être de deux sortes : 
échilles s’il est impossible de continuer la fonction au delà par un 
prolongement analytique, et aruficielles dans le cas contraire. 

Considérons une équation linéaire aux dérivées partielles et à coef- 
ficients analytiques ; le probleme de l'intégration pourra être considéré 
comme presque résolu si, étant donné les conditions initiales analy- 
tiques, on peut, sans former l’intégrale correspondante, dire dans quel 
domaine elle sera analytique. La recherche de ce domaine est identique 
à celle de son contour et celui-ci est évidemment formé par des lignes 
singulières essentielles de l'intégrale. 

Le problème ainsi posé ne semble pas, dans l’état actuel de la 
Science, pouvoir être résolu dans le cas général des équations linéaires. 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. 5.8 
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Je me suis proposé de déterminer la nature de ces lignes singulières 

essentielles et les résultats généraux auxquels j'ai été conduit per- 

mettent de déterminer, dans des cas particuliers, ces lignes elles- 


mêmes. 
Quelques exemples simples donnent des indications sur les résultats 
probables. 
Considérons l’équation de Laplace 
Os ‘os 
AVE Ox? ay? O; 


et toutes les équations obtenues par dérivation. Toutes ces équations 
ont leurs caractéristiques imaginaires ou en ont au moins deux imagi- 
naires. Toute solution de AV — o les vérifie toutes et la solution du 
problème de Dirichlet montre qu’on peut former des intégrales analy- 
tiques ayant des lignes singulières essentielles absolument quel- 


conques. 
Il en est de même pour les équations du second ordre 


ASR TB ee +055 Doe + ES - Es =:0 (B?— 4AC <0), 
ce qui résulte immédiatement des travaux de M. Picard ('), d’après 
lesquels toutes leurs intégrales sont analytiques. 

Donc, dans une région où les caractéristiques ne sont pas toutes réelles, 
les lignes singulières essentielles des intégrales analytiques peuvent étre 
des lignes quelconques. 

Au contraire, considérons l’équation simple 


OPtaz 
ere ee hg 
OxP oy4 

On vérifie immédiatement sur l intégrale générale, qu’on sait for- 
mer effectivement, que les lignes singulières essentielles ne peuvent 
ètre que æ = const. ou y = const., c’est-à-dire les caractéristiques de 
l'équation. 


( RS Sur . ns nrc des intégrales de certaines équations aux dérivées 
partielles du secon 2 Le 3 AN 4 ‘ 
par nr leurs valeurs le long d'un contour fermé (Journal de 
l'École Polytechnique, LX° Cahier, 1890). 
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D'autre part, M. Appell (‘) a montré que la plupart des solutions 
simples de l’équation de la chaleur 


avaient des lignes singulières y = const. et ce sont précisément des 
caractéristiques de l'équation. 

Ces quelques exemples montrent nettement la séparation des équa- 
tions linéaires en deux groupes, suivant que les caractéristiques sont 
ou non toutes réelles, une même équation pouvant appartenir aux 
deux groupes dans des portions distinctes du plan des xy. 

Nous pourrons alors dire que les intégrales analytiques des équations 
du second groupe pourront avoir des lignes singulières essentielles abso- 
lument quelconques. 

Le but principal de ce travail est l'étude des équations du premier 
groupe. Mes recherches m’ont conduit pour elles à la notion caracté- 
ristique de domaine d’un arc. 

Soit co un arc analytique régulier satisfaisant à certaines conditions 
restrictives; on peut lui faire correspondre un domaine p l’entourant 
complètement et ayant la propriété suivante : Quelles que soient les 

fonctions initiales analytiques sur tout 5, U intég grale correspondante est 
analytique dans tout o. Cette région ps ho eile le domaine de l’are c. 

C’est de là que résulte presque immédiatement le théorème fonda- 

mental. 


… 


Sunday 


Due eb scl Oe sn dé des qui dde did à dde de 


Les lignes singulières essentielles des intégrales analytiques des équations 
du premier groupe ne peuvent être que certaines lignes fixes ou des carac- 
téristiques (*). 

Ces recherches constituent la première Partie divisée comme il suit : 

Le Chapitre I contient des remarques et lemmes fondamentaux sur 
les équations et certains systèmes du premier ordre. 


ho 
1% 


= Le = =o et la théorie de la chaleur (Journal de Ma- 
yy 


(1) AppgLL, Sur l’équation 


thématiques, 1892). 
(2) Notes présentées à l'Académie des Sciences dans les séances du 30 avril et du 


2 juillet 1894. 
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Le Chapitre II est constitué par la démonstration des théoremes 
généraux que nous venons d’énoncer et par quelques applications a 
un cas simple. 

Dans le Chapitre III, je montre qu’il existe des équations à un 
nombre quelconque de variables qui peuvent être considérées comme 
généralisant les équations à deux variables, à caractéristiques réelles 
et pour lesquelles les propriétés fondamentales précédemment démon- 
trées se généralisent LÉRENOUUNr 

Dans les Chapitres II et III, j’ai constamment fait usage de la belle 
méthode des approximations successives de M. Picard C ) en la com- 
binant avec les fonctions majorantes, ces dernières permettant de 
démontrer facilement la convergence des séries fournies par la mé- 
thode de M. Picard. 

Dans la seconde Partie, j’étends à toute une classe d'équations 
d'ordre quelconque à deux variables et à caractéristiques réelles, la 
méthode de Riemann, en suivant l'exposition qu’en a faite M. Dar- 
boux (?}, sauf pour la démonstration du lemme fondamental (*). La 
démonstration qu’en donne M. Darboux est particulière au second 
ordre et ne semble pas pouvoir se généraliser. M. Picard a, dans le 
Mémoire précédemment cité, donné une démonstration extrémement 
élégante, au moyen des approximations successives, et qui a l’avantage 
de se généraliser immédiatement. On arrive ainsi a retrouver tous les 
résultats obtenus pour le second ordre et, en particulier, l’intégration 
simultanée de l’équation et de son adjointe, au moyen d’une seule 
fonction de quatre variables. 


(1) PicarD, Mémoire sur la theorie des équations aux dérivées partielles et la méthode 
des approximations successives (Journal de Mathématiques, 1890). 

(2) DarBoux, Lecons sur la théorie des surfaces (2° Partie, Chap. IV). 

(*) Note présentée à l'Académie des Sciences dans la séance du 16 octobre 1893. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


CHAPITRE I. 


I. — Les caractéristiques des équations linéaires. 


Soit 


= 


O's d"z 
‘A aah == AG du"=1dy =... AT, ERS + An -— = F(z) 


une équation linéaire, F(z) désignant l’ensemble des termes d’ordre 
égal ou inférieur an — 1. 
Donnons-nous z et ses dérivées jusqu’à l’ordre x — 1 le long d’une 


d 
courbe C, et posons <n = Xsur cette courbe. 


Le long de C, une dérivée quelconque d’ordre n — 1 est une fonction 
connue de a; sa dérivée 
073 Os 
dxr+19y4 ax? dy1+1 


sera aussi une fonction connue de x. En tenant compte de l’équation 
proposée, on aura ainsi 2 + 1 équations linéaires pour déterminer les 
n + 1 dérivées d’ordre n le long de C. Il y aura exception si le déter- 
minant des inconnues est identiquement nul, c’est-a-dire si, en tous 
les points de la courbe C, ona 


A, A® — Ay A"! + AA... + (—i) Any A + (— 1)" A, = 0. 


Les courbes ainsi obtenues s’appellent les caracteristiques. Soit 
À,(æ,7) une solution de cette équation algébrique de degré n, on 
obtiendra une famille de caractéristiques en intégrant 


VE : 
dx =)y (zy ys 


| l 
a 
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et cette famille sera de la forme V(æ, y) = const. Ces courbes ont une 
propriété remarquable, c’est qu elles se conservent par un change- 
ment de variables. Ce fait peut se démontrer directement ou être con- 
sidéré comme une conséquence immédiate de la définition que nous 
venons d’en donner. 

Nous appellerons polynôme caractéristique le polynôme homogène à 
deux variables | 


P(XY) SA, X"-++ AXE TVR ey AG 


et nous remarquerons que la dérivation de l’équation, par rapport à æ, 
multiplie ce polynôme par X, et la dérivation, par rapport à y, le mul- 
tiplie par Y; de sorte que, si l’on effectue sur l'équation proposée 
l'opération 

a Le +6 La 

Ox oy’ 
le polynôme P se trouve remplacé par 

aXP +BYP—(aX +BY)P, 

autrement dit, on a introduit la nouvelle famille de caractéristiques 
V(x, y) =const., V étant solution de 


av ov 


WES io 


Supposons que, dans une région du plan des ay, l’équation carac- 
téristique de l’équation linéaire proposée ait toutes ses racines réelles, 
distinctes ou non, A,, Ay, ..., À,. Formons l’expression 


0 0 0 0 0 0 Oz 0 
3)=|— + À, — = re Sa NF er iD ie ahd é 
= (Go) (gene TA sap) (ae eae 


D'après la remarque précédente, l'équation »(s) = o aura les mêmes 
caractéristiques que la proposée. Les termes d'ordre n seront les mêmes 


à un facteur près, et l'équation considérée pourra se mettre sous la 
forme 
®(3) = u(z), 


u(s) étant une fonction linéaire et homogène de z et de ses dérivées 


SUR LES EQUATIONS LINÉAIRES AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, ETC. S. 59 


x jusqu l'ordre n — 1. L’utilité de cette nouvelle forme est que |’ équa- 


S. 
= 


&(z) —=60(xy) 


s'intègre par Ke équations successives du premier ordre; elle est en 
effet équivalente au système 


À dx Ay dy = 01, 
. 00, 00, 
On À oy = 92, 
08, 9 Css 
A UE hp ay eae 
t - 09, 09 n— 
ne pn 7) 
Il. — Théorème sur l'intégration des séries. 


_ Soit unesérie 
fla= J'Aiz— 2) Gore) 
dont tous les coefficients A sont réels et positifs. 
Supposons que, pour x = x,(a,— x > 0), elle soit convergente; 
posons æ,— æ,—0. Elle sera convergente pour toutes les valeurs de +, 
telles que 


|2—a,|Sd 
et, en outre, le module maximum de f(a) dans cet intervalle sera 


Me f(x = à A, 6%. 


F- Ona ete 
| eS : a 
oe … (x 7 Chr Je 

a Par IMOLE D 4 EE, 
2 Lo 
| _- série absolument convergente dans le même intervalle, et son maxi- 


mum Sera 
- A oft! 
== a 
We 
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Comparons M’ à M. On obtient la série se en multipliant les termes 
de M respectivement par les quantités —— - Supposons que la série © 
f(x) commence par un terme de degré p, les différents multiplica- 
teurs seront 

se 


p+ p+2 


se. 


le plus grand étant le premier, il en résulte que l’on aura 


: à ; Ô 
ME DA 
c’est-à-dire 
M' ô M. 
DSC 


x 
La série {/@ dx commence par un terme en (x — a, )?*'; de sorte 
Lo 


que, si on l’intègre, le maximum de la nouvelle série obtenue sera M” 


et l’on aura 
M’< mo MW< 6? 
p+2 (pe1y(pea) 


et, plus généralement, en intégrant g fois de æ, à x, le maximum de 
la série obtenue, dans l’intervalle considéré, sera moindre que 


of M 
(p +1) (p+2)..-(P+q) 


Ces théorèmes s'appliquent à des séries à un nombre quelconque de 
variables à coefficients positifs. Soit 


JL, 33) = >> A ing (2 — Lo) (Y — Yo)* (5 — 50), 


la plus petite valeur de ¢ étant Dis celle de # étant p, et celle de 7 
étant p,. Supposons qu'elle soit absolument conver gente si 


|v — æo| Sd, ly Yo] £ 4, | s— 501 ds 
Son maximum, dans ces conditions, sera 
M=/(2+ 6, Yo + ds 30 + ds). : 


Intégrons f(æ, 7,2), g, fois par rapport à æ, de x, Ax, gy fois par 
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rapport a y, de y, à y, et g, fois par rapport à z, de z, à z; le même 
raisonnement que précédemment nous montrera que la nouvelle série 
à coefficients positifs ainsi obtenue sera absolument convergente dans 
les mêmes conditions, et que, sous ces conditions, son module sera 
moindre que 


| 


oF} 09 dfs 
Pied) nee) (Digi) (Ps 1) (pat 2)...(Po+ Jo) (P3+!) (P34 2)... (ps + 4s) _ 


À III. — Equations linéaires du premier ordre. 


Soit l’équation 
0s 
dx = G (a5 an 


)(x,y) étant analytique dans une région P du plan des xy. Soit, en 
3 outre, un segment S(x = x,) situé entièrement dans cette région, et 
. cherchons l’intégrale qui pour 2 = x, se réduit à une fonction donnée 
f(y) analytique tout le long de S; elle sera évidemment donnée par 
la formule 


af O(a, y)dx + f(y). 


Considérons les différents segments parallèles à Ox, issus.des points 
de S et allant de part et d’autre jusqu’au contour de P; ils engendrent 
une région Q intérieure à P et nous trouvons immédiatement, d’après 
la forme de l'intégrale, le lemme suivant : 


Lemme I. — A tout système d’une région P et d’un segment S paral- 
lèle a Oy et situé à son intérieur correspond une région Q. | 

Quelles que soient la fonction 0(x,y) analytique dans tout P et la 
fonction initiale f(y) analytique sur tout S, l'intégrale correspondante 
est analytique dans tout Q. 


C’est en généralisant convenablement cette propriété extrêmement 
simple que nous arriverons à tous les résultats contenus dans les deux 


Chapitres suivants, 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome XII. ; S.9 
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Le lemme que nous venons d’établir peut s’énoncer sous une autre 
forme qui nous sera utile. 
Lemue If. — Soit un segment s parallèle à Ox et contenant le point 
(Lo Yo): ; 
Quelles que soient la fonction 0x, y) développable en tous les points 
de § et la fonction initiale f(y) développable en yo, l'intégrale correspon- 
dante est développable en tous les points de s. 


Soit maintenant l’équation 
Os Oz 


7 — 4 dy +b 
et cherchons à l’intégrer en nous donnant la fonction initiale (y), 
analytique tout le long du segment S(x = x,) situé dans la région P, 
où a et b sont analytiques. 
Considérons la fonction «(«, y) satisfaisant à 


On dx 


x = 4 dy 
et se réduisant pour «= x, à y; cette fonction sera analytique dans 
une région entourant la portion de S le long de laquelle a est analy- 
tique. Le changement de variables 


TÉL, pay) 


ramènera l’équation à la forme précédente ; les courbes x(a, y)=const., 
qui sont les caractéristiques, deviendront y’ = const. Des formules 


précédentes on tire 
Boat, as Biz oy à 


8 (a’, y’) sera analytique dans une certaine région du plan des ay’, au 
voisinage de la droite a’ = a,. Par chaque point (+,,7,) de la droite S 
passe une caractéristique 


a( L,Y) = a( Lo, Yo). 


Nous pouvons supposer qu'on ait pris sur elle, de part et d’autre 
de æ,,7,, un segment L tel qu’en chacun de ses points « soit dévelop- 


ee 
\ 


bé cé à te t a ve eee A di _ 


ads où 15. 


LÀ ni à md de: 


4 
E 
4 
3 
F 
4 
1 
zZ 
; 


» Leg Le 


ie ES 
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pable et qu’il en soit de même pour B aux points correspondants sur 
la droite y = a(a,, y,). Il en résulte immédiatement : 


Leune I]. — Par tout point (a, y,) dans la région où a est analytique 
passe un segment L de caractéristique. Prenons-en une portion l conte- 
nant Ly, Vo: 

Quelles que soient la fonction b développable en tous les points de let la 
fonction initiale f(y) développable en y,, l'intégrale correspondante est 
développable en tous les points de l. 


Soit P’ la région engendrée par les segments L issus des différents 
points du segment S. Considérons les régions Q, intérieures à P et P’, 
et telles qu’on puisse, sans en sortir, aller d’un quelconque de leurs 
points au segment S, en suivant un segment L. Ces régions sont ainsi 
définies d’une façon indépendante de P. Nous aurons : 


Lemme IV. — A tout segment S parallèle a Oy et situé dans la région 
où a est analytique, correspondent des régions Q. 

Quelles que soient la fonction b analytique dans tout Q et la fonction 
initiale f(y) analytique sur tout S, l'intégrale correspondante est analy - 
tique dans toute.la région Q. 


En dernier lieu, considérons l’équation 
Dale Ul’, 5) 


équivalente au système 


Os 3 
== =, 
"ree ay 1» 
00, 06, 
—— 2 — Ge 
an +h a8 2 
O9n-2 O9n—» = 
dx Met dy = nest 
00 00% fi 0 Pe e: 
api thn Gt = Olay) 


: 03 1x 

On voit immédiatement que se donner =, Saris re DOM 
x = Xp, revient à se donner les fonctions f,(y), JC), -.., Sri ()) 
auxquelles se réduisent respectivement z, DR Don 
Le segment S est supposé contenu entièrement dans une région où 
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tous les À et la fonction 0 sont analytiques. Représentons en général 
par R des régions telles que, sans en sortir, on puisse aller d’un rey 
conque de leurs points au segment S en suivant un segment L de ’un 
quelconque des systemes de caractéristiques. 

Quelle que soit la région entourant S et dans laquelle 4 est analy- 
tique, il est possible de trouver une région R qui lui soit intérieure et 
qui entoure complètement S. En outre, cette région R possédera les 
propriétés des régions que nous avions désignées par Q, relativement à 
toutes les équations du système. Il en résultera, par l'application suc- 
cessive du lemme IV, que les fonctions 0,-,, 0,_,,..., 9,, 3 seront ana- 
lytiques dans tout R; donc : 


Lemme V. — A tout segment S parallele a Oy et situé dans la région 
où tous les À sont analytiques, correspondent des régions R. 

Quelles que soient les fonctions initiales f,, f,, ..…, fxs, analytiques sur 
tout S et la fonction 9 analytique dans tout R, l'intégrale correspondante 
de l'équation w(z) = 0(x, y) est analytique dans tout R. 


IV. — Sur les fonctions majorantes. 


Soient deux fonctions analytiques F(a,y) et ®(&, 4). Supposons 
que la première soit développable en x — +4, y — y,, et la seconde en 
E—£,, n — mo, les points (æ,,7,) et (E>, Ho) étant représentés par M, 
et po. 

Si les coefficients de la seconde série sont positifs et supérieurs ou 
égaux aux modules des coefficients correspondants de la première, 
nous dirons que la fonction ® est en p1,, majorante pour la fonction 
Fen M, et, d'après M. Poincaré, nous l’indiquerons de la façon sui- 
vante (1) : 

F(x, ¥)m,<® (&, nue 

Pour ce qui va suivre, il est nécessaire de distinguer le cas où l’éga- 
lité est exclue parce que la propriété se conserve pour les points voi- 
sins; nous l’indiquerons par la notation 


F (æ, rh < ® way Nn Ju 


(1) Poincaré, Les méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. 1, Chap. Il. 
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Soit l’équation 
03. Oz 
Prenons un point (x, y,) dans la région où a et b sont analytiques, 
Re see 
et considérons l’intégrale qui, pour æ = +,, se réduit a f(y) dévelop- 
pable en y,. Désignons par C le segment de caractéristique issu 
de (CYTAPE nous savons, d’après le lemme III, que, quelle que soit la 
fonction initiale, l'intégrale z sera développable en tous les points 
de C. | 
Au point M,(x,,7,) du plan des xy, faisons correspondre arbi- 
trairement un point 1.9(&, yo) du plan des Ën; formons deux séries 
a(& n), BCE, n) ordonnées en £ — £,, n — yp, telles que l’on ait 


a (x, Yu, <a (nu b(æ, y }m, € 8 (EË, n jus 


et considérons l’équation 


R 
ul 
D 


Par uv.) passe un segment F analogue à C. Ne conservons que la por- 
tion de C dirigée vers les a positifs et la portion de I dirigée vers 
les € positifs. Nous pourrons restreindre ces deux portions de façon à 
satisfaire aux deux conditions suivantes : 

1° Les deux segments C et I’ se correspondent point par point par la 
formule 

L— Ly =F — Ëo. 

2° M et u étant deux points correspondants quelconques sur Cet I, 
on a toujours | 


a(x, J}u € à (ë, n)ys b (ay y)u <P (E, n)p. 


Intégrons la seconde équation en nous donnant pour £ —£, une 
fonction initiale 9 (n) telle que 


SV) < 9 (Nue 


Je me propose de démontrer que les propriétés majorantes des 
coefficients et des fonctions initiales se conservent pour les intégrales, 
c’est-à-dire d'établir le lemme suivant : 


Lemme VI. — Quelles que soient les deux fonctions initiales f(y) et 


ne en tous is points Be de i 
quelconques Met: ona toujours 


a(x, weet a 
Considérons les quantités Pr 
~~ 
= : OitkE ne othe: 
oF On* ~~ Ox'dy* 


que nous représenterons plus simplement par 


Cin Zins 


ou encore par 
: | ’ - Tix. 


“A D’apres les hypotheses faites, toutes ces quantités sont positives et 


Ph . non nulles en My, wo. Cherchons comment elles varient lorsque le 
ge = système Mu s’éloigne de Myo. 
L Le long de C, y est fonction de x et l’on a 
dy =. 
4 | - dz = . 
e a Le long de F, est fonction de £ et l’on a de même 
1 K, dn: 


En outre, en vertu de la relation 


T—%5—E— 
on aura . + 


de sorte que 


De lb.) De as: 


à! : +: : liée 
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Nous allons calculer séparément les deux termes 


d OtKkE $e. Oi+k+1 © dn Claanté Class te Qitk+1¢ 
dé dé’ On ~~ dE On + dE OF Onk oe OE +1 Oink a OF On +1 


Sur l'équation 


vérifiée par ¢, effectuons l’opération re ———,; Nous obtiendrons Re le 


di+£+1 d | +k 6 
Eon et, dans le second, d'abord Fe de 


puis des termes de la forme 


premier membre le terme 


OUTK di'+k"E 
EPOn® dE” On"? 


les A étant des coefficients numériques positifs, ceux qui s’introduisent 
dirÉ+ir 
en le faisant passer dans le premier membre, nous obtiendrons 


dans la dérivation d’un produit; parmi ces termes se trouve a 


d 
dé Cin 


Un calcul analogue conduirait a 


irk B Oth g dÙ+k'E 
=e D? Re sia 
ae OE On OE don 


d d+Éb Pe ee 
dx "7 datdy* >» Ox" Oy” dx" ay" 


Dans ces deux formules, les termes se correspondent et les A corres- 
pondants sont les mémes. Par soustraction, on obtient, en reprenant 
la notation employée plus haut, 


[ Tu], = == Bim) (bix)u] + Milla vk’ Cire" yu (ax Zik"  )u |. 


Placons-nous en M,,u.,, on voit immédiatement que toutes les quan- 
tités entre crochets sont positives, de sorte que 


“a 
E Tu | si: > 0, 


et de plus cette quantité ne peut pas être nulle. 
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La quantité T;, va donc en croissant à partir de Mo, 4,5 elle est po- 
sitive au début, donc elle reste positive. 


Des inégalités 
Cir + Six > 0, 


Sik — Sik > 9, 
on déduit 
in > | Sex|, 
de sorte que la fonction € continue à être majorante pour z. Je dis 
maintenant que ce fait se produit tout le long de Cet Tr. | 
Comme les fonctions T;; sont d’abord positives et croissantes, si 
l’une d’elles devenait négative, elle aurait dû commencer par décroitre 
et, par suite, sa dérivée aurait dû s’annuler. | 
Supposons que ce fait se produise pour la première fois en M,, p,. 
En ce point toutes les quantités T;; seront positives et non nulles, de 
sorte que l’on aura 
2 (7, Ju, <5(E, nue 
En posant : 
AO)=F(41y), pin) =8(E1, 0), 
on aura done 
As(y) a, < 91(N )u,- 


Mais on aurait pu obtenir z en intégrant ses 4 = + bavec la con- 
T oy 
aye Mae eta dE ook 
ition f, (y) pour x = x,, et ¢ en intégrant Fee or G avec la 
= 


condition 9,(4) pour § = £,; comme, par hypothèse, on a 
a(x, y)u,< a(é, nus b(x, Yu, B(E, np 


le raisonnement fait précédemment prouverait que toutes les quan- 
tités T;; auraient encore en M,, uv, des dérivées positives et non nulles, 
ce qui démontre complètement la propriété annoncée. 

Considérons un segment S(x = x,) situé dans la région ota et b 
sont analytiques. Désignons par M, un point quelconque de S. Nous 
pouvons former « et 6 tels que 


a(x, y)m,<a(E, nus b( x, ym, < B(E, nus 
quel que soit My. Nous exprimerons le fait par la notation 


a(x, Ks < % (é, 1 Ju b(zx, ¥)s <= B(E, Li Jugs 
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à chaque point M, correspondent les segments C et L du lemme pre- 
cedent; prenons le plus petit des segments L. Les segments C auront 
tous même æ à leur extrémité et formeront ainsi une aire R limitée 
par S et un segment parallèle. 

A tout point & de L correspondront tous les points M sur les seg- 
ments C; tous ces points auront même abscisse déterminée par 


LT — Li =—E— & 


et formeront un segment S, correspondant à uw. D'après sa définition 
même, on aura, quel que soit le point x de L, 


a(x, y)s, <a (&, 7 jus b(z, y)s, <B(E, nu: 


il suffit alors d'appliquer le lemme précédent à chacun des segments C 
pour obtenir : 


Lemme VI. — Quelles que soient les deux fonctions initiales, f ( y) 
analytique sur tout S, el o(n) développable en yy, satisfaisant à 


AGE < O(N )u, 


l'intégrale z est analytique dans tout R, l'intégrale € est développable en 
tous les points de V et l’on a, quel que soit le point uw, 


z(x, V8 = ae nu 


En dernier lieu, considérons une équation w (z) = b(x,y) équiva- 
lente au système 


— = — + 
dx * dy ra 
Oe, dl, 
aa SS + ¢, 
Ox ag) 2 
Pe eee, I ; 

oies es 

— : = An—-1 ae == tn—1s 

a Jn—1 b 

Dep eA Op 


/ 


Soit toujours le segment S(x =, ) entièrement contenu dans la 
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région où & et tous les a sont analytiques; nous pourrons toujours 
pent des fonctions «(&, n) et BCE, 4) telles que 


a,(z,y)s< a(é, Thugs 
(x, Y}s < a(é, "Ju b( x, 7)s <B(E, nue 


CHA ARTE < a(é, 11) 


Par chaque point de S passent des segments C,, G,, ..., C, des ca- 
ractéristiques des différents systèmes, segments analogues : à ceux dé- 
finis dans le lemme III. Il y a de même le segment F issu de y, et 
relatif à l’équation 


A un point uv de I faisons correspondre tous les points des segments 
C qui auront pour abscisse +, telle que 


¢ ares Fr 
L— Lo =F — fp. 


Il est évident que nous pourrons limiter le segment F de façon 
que, en désignant par S, le segment formé par les points M, qui corres- 
pondent à u sur les caractéristiques C,, et par Sg, ... les segments 
analogues, on ait, quel que soit & sur I, 


A (L,Y)s, << a(E, N)y, b(x, y) )sx < B(E Ey N)ys 


An( 2, ae )sg <a(é, N dus b( 2, y)sn< B(E, N dp. 


Désignons par S, la partie commune aux segments Sj, Si, ..., Si; 
les segments S, Area une région R, et il est évident que l'on 
pourra aller d’un de ses points au segment S en suivant des segments 
C,, C,, ..., G, et sans en sortir. 

Soient (y), ACY), «++ fa(y) les fonctions initiales pour 
a, tye laser ipa AHS RATE tout le long de S. Nous pou- 


vons former des fonctions @,(n), p:(n), ..., Qn (n) développables 
en Yo, et telles que 


fo ¥)S<Po(N ue Si ¥)s <1 (NM) uss = Saar Fae Peer 
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Considérons le systeme auxiliaire 


es 
leon eee 
OT; ot: 


- LE Th ’ 
g ) 
OT, 1 OTn = B 
a = 0% : 


et intégrons-le en prenant comme fonctions initiales 9,(), 9,(n), «+ 


Pa (N)- 


En appliquant le lemme VII à la dernière équation, on aura 
bn—1 (2, ys << Tn—1(Ë, 0 Ju 


il en résultera, par l'application du même lemme à l'équation pré- 
cédente, 
ty 2, Y}s, <Tn-a(E, Nu» 


etainsi de suite; finalement, on arrivera à 
2(æ,y)s, <6(E ny 
Nous obtenons ainsi : 


Lemme VIII. — Quelles que soient les fonctions initiales f(y), ..., 


fn-1(y) analytiques sur tout S, ®,(n), ..., pr, (n) développables en 1, 
et satisfaisant aux conditions 


Sp Bs 506, nu, (DUT) 2 1), 


l'intégrale z est analytique dans tout R, l'intégrale © est développable en 
tous les points de T, et l’on a, quel que soit 1. sur Y', 


3 Cr, hs < C(é, nu 


_ Soit une équation AE ay ye 


d"z Ë es, gies =0,1,. ,n— ie n). 
=U(z), U(s)= Ÿ a (i=: AE eo 


K Oxi dy!’ 

Dans une région où tous les a sont analytiques, prenons un seg- 
ment de droite S (x =a,) et cherchons l'intégrale = telle que, pour 
x = ay, set ses n — 1 premières dérivées par rapport à x se Dons 
à des fonctions de vs 


dx" Maik a 


Yo; Mee ee / Vnou 


développables en tous les points de S. 2 
Intégrons par approximations successives. Nous serons conduit, 
d’après la forme linéaire de l’équation proposée, à considérer le sys- 
teme 
d! Z d"z : 
*=o, += ~=U(4), fats 


n 2 apn 
Ox BE 


ons; 
dx" 


= Ur …. 


la première étant intégrée avec les conditions initiales Y,, Y,, ..., 
Y,., et les suivantes avec les conditions initiales 0, 0,..., 0. 


= Supposons qu'au voisinage du point (a, y,) de S, les séries Y 
soient absolument convergentes si |y — y,|< p et les séries aj, si 


|æ — æo| <A, (y= LU NT 
Les formules 
TX — a ef A | Sea) 


y: 
ant or te 9. ..(n—1) n—1s 


af. i U(3,) dx, 


y= Yo+ 


CPAS 0 00ND KR ee ae a levee Efira 


> 


tg Fe nen 4 7 Pr 
FOR : ts 
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_. montrent immédiatement que s,, %,, ..., Sm... seront des séries en 


Æ—%6, Y—yY, qui seront toutes absolument convergentes dans le 
rectangle A, 9. Nous nous proposons de démontrer que la série 


Slim er Crete 


est absolument convergente dans tout le rectangle A, », qu’elle peut 
s’ordonner en x — x, y — y, en donnant ainsi une série absolument 
convergente dans A, 9, et qu’enfin elle représente l'intégrale cherchée. 
Cette dernière partie est une conséquence des deux premières. Posons 


en effet 
is Sy t+ Zot... + 3m = Sy 
On verra immédiatement la formule 
, we Iie 
see a+ f Z|” Wise dre 
# — By moh 
et à la limite s,, et s,,_, tendant vers z 
oe ri 
sat f al U(z) dx” 
lo Xo 
d’où 
i OZ 
dx" = U(s), 
puisque 
= : FR ns, oi 
: dan °° 
: Pour démontrer la convergence, nous nous appuierons sur le théo- 
reme bien connu : 
Sout la série -- 
, “ Baa By Sat... Sy + 
a Soient 2,, 3,, ..., 2m» :.. des. series respectivement majorantes en 
eo DD, Vo: POUR Zc Baars) EmeSt-ld serie 
Zz ; i Bi, +3, +... Bt... 


est convergenle pour © = X% + h, y=y, +4, la série z peut s ordonner 


x 
en © — Los Y — yeh en donnant une séri e qu ut 
gente tant que l’on aura i tM 


ae ‘ _ [æ—-ælSk, Lie igh. 


% Pour appliquer ce théorème, rempla gons les oe et le 
ae séries correspondantes à termes positifs, Y; et a,; nous obtiend 
‘4 systeme , win 
; | is ai el 


os = —0 4 
Ox” + dx" dx" 


LU OP US YOUR 


2,,..., 2, ++. ainsi obtenues satisferont à la condi- 


; et les séries Fe 

| tion cherchée. 

_ Nous allons montrer que la série s’ est convergente pouræ = x, + 6, 

y=y,+ peet cela quels que soient À et < tels que oA, ee 
Remarquons d'abord qu’étant donnée une série f(æx,y) conver- 

gente dans le rectangle A, 0, on peut former une série majorante 


Bed ee 


2 ale lene eee 


On aura une limite supérieure du module d’une dérivée quelconque 4 
de f dans le rectangle à, pe, en prenant la dérivée analogue de 9 pour 
T= Hy +8, Y = Yi + pes aM 

En particulier, si l’on ne considère que les dd par rapport à y, 
on pourra, dans 9, faire tout de suite « =a, + 3 et, en posant 


considérer la fonction 


de sorte qu'à l’intérieur du rectangle à, pe, on aura - 


OP f (x,y) dp M | 
wide FN Ron \ 


ig y=ro+pe 


AE # De 


=~ es . 
er. 


a = sur : ; a es : û A 0 Se 
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Si plusieurs séries sont convergentes dans A, 2, il suffira de prendre 
pour M la plus grande des valeurs qui correspondent aux différentes 
fonctions pour obtenir une fonction 


| M 
: ake ro 


P.. 


- jouant le même rôle que précédemment, mais relativement à plusieurs 
séries. 


Soient | 
——_-—— —F{}) et Waar = (y) 
oe ae eee 
; ZOPE - _P 


deux telles fonctions; la première relative à tous les a’, et la seconde. 
x ’ rs : 
à u'(z)). 2 

Ona 


= ? ll re OP: fe - & "on U'( 2) ) 
pees Let p i j DRE = 
D: =f a J We ae, Due Oy: =f ne fe = er eae di (pit qu<n). 


Il résulte, de ce qui précède et des remarques faites sur l’intégra- 
tion des séries à termes positifs, que l’on a, à l'intérieur du rectangle 


4 ba, 70e, | 
2 ps on Path 3" OPP, dd 
ce Me DY), Mm Fat ss à Jo © 
= CRTC dxPi0y H.2-..(m—-p,) ay’ 
5 avec cette convention, faite une fois pour toutes, que dans les se- 
5 1 AN NE pee à . 2 A 
; conds membres des inégalités il faudra, apres avoir effectué les opé- 
= ~ rations, faire y= y,-+ PE. 
ea z, et toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre 7 —1 s’annulent pour 
x 2 +, done U(z,) sannule pour «—~<z,, et1l en ‘est de même de 
wen < ge ; x 
ie _ toutes ses dérivées par rapport à y. On aura donc 
a x LC. ! at Sey fi t 
- | : dPitarz, 07:0! (2, ) 
pa fare: a, +. ee ee QP, 7 
= 4 Bs; =i Rete ie U (3) der, APT ITR = f + aye : dy d TL (Pa + Ga n), 
=" Lo Lors es 0 à Lo 


A Z OP; LE] 
DR Fy aha. 
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et 
OLE 
Oy’: 


da: d— Py guy, 
Ai Oye (n — p,) dy? 


| jn op; dd; D 
ASS ro Eee dyn” 


OPs+4, 55 


Or -Ps dd. 9"? -Pi di: D 
(2 — Poti) dy’ HD; 1.2...2 —p, dy" 


dxP: dy: 


Relativement à æ — a, U'(z,) commence par un terme du degré r, 
=, commence done par un terme de degré n+ 1; il en résulte que 
toutes ses dérivées d'ordre n — 1 au plus et, par suite, U’(s,) eom- 
mencent par un terme de degré 2 au moins. On voit par la comment 
on peut continuer la cheek des inégalités successives (‘) et arriver 
à Pinégalité générale 


gd se Inn “x 0%: dt 
| 3; Sm+l | ie eee AS F >> MA I AS dyt D. 


Mets 1 ar dy 


Sm-1+n —2 


Dans cette inégalité, nous avons fait le changement zn — p — s, de 
sorte que chaque & introduit tous les systèmes d'indices get s satis- 
faisant à 

R282 9 Hu 0 


Désignons par Z,,,, le second membre de l'inégalité ; tout se ramène 
actuellement à démontrer que la série 


L+ +... + Zn +... 


est convergente. A cet effet, nous allons prouver que, quels que soient 
èete, le rapport 
Zn+ 


r 
L m 


tend vers o quand m croit indéfiniment. 
En effectuant les caleuls, on trouve 


—1 Ta m— 
7 jr NM? a q Aqi+q: +1 Agee : +] m1+n—2 dits Sn I 
4+) — i eet => SAS = 7 s 
n+m—1 A‘ AS den Ne ES OU F EEE (1— €) UF +9 it m2 


(1) Par l'application des remarques faites dans le premier Chapitre a propos de l’inté- 
gration des séries. 


os 
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Considérons un système quelconque d’indices q,, go, ..., Qm-sr Su 


Sy, +++, Sms il y correspondra un seul terme dans Z,,, terme qui 
sera 


» 
07 NM? Aq : AT + ]m-etm—3 Ost. SES mn, —? Le 


nt ee ee 
Aeros TETE A: Oe 23 ph +. nu (1 — e)Zitee nat M— oy 


DansrZ;,2,5 11 y¥ correspondra tout un groupe de termes, mais on 
voit facilement que la plus grande partie du précédent s’y trouvera en 
facteur. , 


Après avoir mis ce terme en Pour dans tout le groupe, il restera 


ee M > a = -+9m—1+m—2 OS m—1 I 


—— +1 
(as —1 A dim pm (1 € )Im—- 


le À correspondant à toutes les combinaisons d’indices g,_, et s,_.. 


La 


Le rapport est donc de la forme 


2/1 


BiCi+ B,C,+...+ BC 
B,+ B,+...+ By 


On sait qu'un tel rapport est compris entre la plus grande et la plus 
petite des quantités C. 
Nous allons démontrer que toutes les quantités C tendent vers 0; 


- , Z 
il en résultera donc que = tendra vers o. 
Am 


est une fraction rationnelle en m, les deux termes 


Le facteur Arms 


nt 


sont tous deux de degré n, et, dans chacun d’eux, le coefficient de m” 
est 1; ce facteur tend done vers 1 ue m croît indéfiniment. 
pt) 


Voyons le E : il se compose de =" termes; comme ce nombre 


est indépendant de m, il suffit de prouver que chaque terme tend 
vers 0. 
Un terme du Z se compose de deux portions : la première 
dSm1 I 


PTm—i (1 — £ mit 1 


reste comprise entre des limites fixes, puisque s,,-, et 9»-, sont com- 


pris entre o et 7. 
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La seconde 


a1 
Apr ….+{mit+Mm- 2 
RE Eh Len rie te re 
S m1 
Sm—it—2 


est, puisque 7,5 Ja» +++» Gm-s Sont plus petits que », moindre que 


Ami 
A n(m—1)-1 
PR ET a 
Sm—1 
Sm—1t+m—2 


Quel que soit le système d’indices Gn.» Sm 4+ satisfaisant à 
n es es Jn=ia! > 0, 


c'est une fraction rationnelle en m; le degré du numérateur est g,_,, 
celui du dénominateur est s,,_,, et de l'inégalité s,_, 2q»_,+ 1 résulte 
qu’elle tend vers o quand m croit indéfiniment. 

I] est donc démontré que la série 


LE Z+.. t+ Ly... 


est convergente quels que soient dete. 
Nous avons ainsi démontré que la série 


PTS Pre ieee lie CP 


peut s’ordonner en x — æ,, y — y,; la série ainsi obtenue étant abso- 
lument convergente dans tout rectangle 6, pe, il en résulte qu’elle 
est absolument convergente dans tout le rectangle A, 9. Donc : 


Tutortme I, — La série en x — x, y — Yo, qui represente l'intégrale 
cherchée, est absolument convergente dans un rectangle dont la dimen- 
sion parallèle a O x est indépendante des fonctions initiales Y,,Y ,,...,Y¥,—; 
supposées développables en y,. 


On en déduit immédiatement : 


CoroLLAIRE. — Par chaque point (x,, y), situé dans la région où tous 
les aj, sont analytiques, passe un segment L parallèle a Ox. Quelles que 
sotent les fonctions initiales Y,, Y,, ..., Y,-, développables en yo, l’inte- 
grale correspondante est développable en tous les points de L. 


Soit un segment S parallèle à Oy et situé dans la région où tous 
les aj, sont analytiques, les segments L, qui correspondent aux diffé- 


ew ee ee ON TN OT | VE 


= 


a 
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rents points de S, forment une région R entourant complètement S. 
Il résulte immédiatement du corollaire précédent que, si les fonctions 
initiales sont analytiques sur tout S, l'intégrale z sera analytique dans 
tout R, donc : 


THÉORÈME IT. — A tout segment S, parallèle à Oy et situé entièrement 
dans la région où tous les a;; sont analytiques, correspond une région R, 
l’entourant complétement. 

Quelles que soient les fonctions initiales Y,, Y,, ..., Y,_, analytiques 
sur tout S, l ‘intégrale correspondante Z est anal lytique dans tout R. 


Considérons maintenant une équation linéaire quelconque mais 
dont l’équation caractéristique n’a qu’une racine a; prenons un seg- 
ment S le long duquel a et tous les coefficients de l’équation sont 
analytiques; formons « solution de 


Oa Ou 


bgem 7 dy 


et se réduisant par exemple à y le long de S. a sera analytique le long © 
de S et, en faisant le changement de variables 


LT, 

Vi az, Y)s 
on en tirera 

Cig 


i= Biz", ae )s 


8 étant analytique tout le long d’un segment S’ parallèle à Oy’ et cor- 
respondant a S. 

Avec ces nouvelles variables on sera ramené au cas précédent. En 
appliquant le théoreme II, puis revenant aux anciennes variables x et 
y, nous obtiendrons : 


Taéorème Ill. — A tout segment S, parallele à Oy et situé dans une 
région où la racine unique de l'équation caractéristique et tous les coeffi- 
cients sont analytiques, correspond une région R, l ertourant complete- 
ment, 

Quelles que soient les fonctions initiales analytiques sur tout S, l’inte- 
grale correspondante est analytique dans tout K. 
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II. — Equations à caractéristiques quelconques. 


Mettons l'équation sous la forme 
w(z)—=u(z), 


et considérons le segment S parallèle à Oy et entièrement situé dans 
une région où tous les coefficients de l’équation sont analytiques et 
où toutes les racines de l’équation caractéristique @,, @,, ..., @, sont 
réelles et analytiques. 

Soient Y,,Y,,..., Y,_, les 2 fonctions initiales supposées analytiques 
tout le long de S. Pour intégrer par approximations successives, nous 
aurons à considérer la suite infinie d’équations 


w(5,)=0, (32) =u(4,), Ore) (Zu) =e ak OOM à 


la première étant intégrée avec les conditions initiales Y,,Y,,..., Y,_, 
et toutes les suivantes avec les conditions initiales 0, 0, ..., 0. 

Nous pouvons former une région R satisfaisant aux conditions du 
lemme V et à l’intérieur de laquelle tous les coefficients de u sont 
analytiques. 

Il résulte de ce lemme que z, est analytique dans R; il en sera 
de même de u(z,) et, par suite, de z,, etc. De sorte que toutes les 
fonctions z,, 32, :.., z2,, ... sont analytiques dans R. 

Admettons pour un moment que la série z,+ 2, +...+2,+... 
soit convergente dans une certaine portion de R. Soit s sa somme, je 
dis que z est la solution cherchée. En effet, en additionnant les m 
premières équations et tenant compte de ce que w et sont linéaires 
et homogènes, nous aurons 


(54+ 3g... + 2m) = U( By + Satis. + Emi) 


égalité vraie quel que soit m. En faisant croître m indéfiniment les 
deux sommes tendront vers z, de sorte qu’on aura 


Os) =), 


Quant aux fonctions initiales de z, on voit immédiatement qu'elles 


4 
a 
À 
Le 
x 
4 

1 


me 
a 
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se réduisent à celles de 3,, de sorte que tout se ramène à la question 
de convergence. 

A cet effet, formons une fonction Q(¢) en remplacant dans w tous 
les a par la fonction «(&, 7), comme dans le lemme VIII. Remplaçons 
aussi dans u tous les coefficients par des fonctions analogues, ce qui 
nous donnera U et considérons l'équation 


Q(t) =U(t) 


que nous allons intégrer en prenant des fonctions initiales 9,(7), ..., 
4 


Gn-1(1) telles que 
(ese. (io ro in =n, 


Cette équation est du genre étudié dans le paragraphe précédent. 
En l’intégrant par approximations successives on aura les équations 


Q(t.) =0, Q(t.) = U(E,), Ga 05 HU ne OC eee 


D’après ce qui a été démontré, il existera un segment de la caracté- 
ristique issue de v.,, indépendant des fonctions initiales, en tous les 
points duquel ¢,,¢,, ..., Cm, ... seront développables et, en outre, 
en tous ces points, la série 


Glam. 


sera absolument convergente. 

Il suffit de faire le simple changement de variables, déjà considéré, 
qui ramène les caractéristiques à être des droites parallèles à Ox pour 
voir immédiatement qu’en un point quelconque x. de ce segment de 
caractéristique, €,, Ca, ..., Cm»... Sont des séries ordonnées, qui sont 
toutes absolument convergentes dans le même rectangle. 

Ceci posé, nous pouvons, comme dans le lemme VIII, prendre un 
segment [sur le segment précédent et lui faire correspondre la 
région R, de façon qu’en un point quelconque y de F la fonction wet 
les coefficients de U soient des fonctions majorantes pour les a et les 
coefficients de wen un point quelconque du segment S,. 

Par l’application de ce lemme on obtiendra les formules suivantes, 
dont chacune est une conséquence de la précédente, 


(31)3s.<(S1)ps u(31)s,<U (Si )ys (S2)3,<(S2)u, (52)s,<U (S2)p, 
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Soit 7, le rectangle où toutes lésisériés Cr, CNE ordon- 
nées au x u, sont absolument convergentes. Soit o, le rectangle 


dans lequel la série 
Cit Set... t+ Sm+---, 


ordonnée de la même façon, est absolument convergente. 

Soit M un point quelconque de R; il est sur un segment S,. Les 
séries qui représentent C,, C2, ..., Gas +. en ft étant respectivement 
majorantes pour les séries z,, 3,,..., z,, ... en M, il en résulte que 
ces dernières séries sont toutes absolument convergentes dans un 
même rectangle égal à r,. En outre, la sérieC, +0, +...+ +... 
étant absolument convergente, dans tout le rectangle gy, il résulte d’un 
théorème déjà cité, sur les séries ordonnées, que la série 


Bye Bote. «et Ÿ 


est convergente au voisinage de M et peut, en ce point, s’ordonner en 
donnant une série absolument convergente dans un rectangle égal 
à pu. 

H est donc démontré que dans la région R, qui ne dépend pas des 
fonctions initiales, la série 3, + z,+...+ Zn + ... est convergente et 
en chaque point de R peut s’ordonner. 

Mais R ne s'étend que du côté des x positifs. En faisant le change- 
ment de variables 


St er bate À 


et recommencant le raisonnement, on aurait trouvé une région ana- 
logue du côté des x négatifs. 
Considérons maintenant une équation non homogene 


w (4) =u(s)+ O(a, y}, 


et supposons qu'en tous les points du segment S, la fonction 9 soit 
analytique. On ramènera au cas précédent en posant 


8 — 3! + a (2, M}; 


f “ . 
0’ étant une solution de la proposée ayant 0, 0, ..., o pour fonc- 
tions initiales le long de S; 2’ sera solution de 


w (5) = u(s) 


—_ tn dité 
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et ayant les fonctions initiales données; 0’ ne dépendant pas de ces 
fonctions et z’ étant analytique dans une région qui n’en dépend pas; 
il en est de même de 2’ + 0’, c’est-à-dire de z. 

En rapprochant ces résultats de ceux fournis par les lemmes IV 
et Vet le théorème III, nous arrivons à une propriété générale des 
équations linéaires à caractéristiques réelles. 


THÉORÈME. ,— Soit une équation linéaire quelconque mise sous la forme 
® (3)= u(z) +0(x, ys 


à tout segment S, parallele à Oy et situé dans une région où toutes les 
racines de l'équation caractéristique sont reelles et où toutes ces racines 
ainsi que Ÿ et tous les coefficients de u sont analytiques, correspond une 
région R l'entourant complétement. , 

Quelles que sotent les fonctions initiales analytiques sur tout S, l’inte- 
grale correspondante est analytique dans tout R. 


Nous allons maintenant étudier une équation linéaire quelconque 
dans une région plus étendue P, définie de la façon suivante : 


1° Tous les coefficients de l'équation sont analytiques dans tout P; 

2° n'y a aucun point à l'intérieur de P où tous les coefficients des 
termes d'ordre ns annulent simultanément ; 

3° En tout point de P l'équation caractéristique a toutes ses racines 
réelles ; 

4° Toutes ces racines sont analytiques dans tout P, sauf en certains 
points, isolés ou formant des lignes, qui sont des pôles, c’est-à-dire où leurs 
inverses sont analytiques. | 


Considérons un arc analytique régulier o entièrement situé dans P, 
c'est-à-dire ne pouvant avoir, au plus, que ses extrémités sur le con- 
tour de P. Supposons, en outre, que o ne possède aucune tangente 
caractéristique. Il est évident que l’on pourra décomposer ¢ en ares 
Ci, Go. empiétant les uns-sur les autres et tels que le premier n’ait 


aucune tangente parallèle à Ow, le second aucune tangente parallèle à 


Oy, le troisième aucune tangente parallèle à Ox, etc. 
Prenons un quelconque de ces arcs, par exemple 5, qui n’a aucune 
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tangente parallèle à Ow; le long de s,, y sera une fonction analytique 

dex 
HN 

faisons le changement, 


DE Je (Tr) NES 
y =e, y=r'+ oly’): 


Soit @(XY) le polynôme caractéristique de l’équation proposée. On 
voit, par un calcul facile, que le polynôme caractéristique & (X’Y’) de 
l'équation transformée s’obtiendra en faisant dans les coefficients de & 
le changement de variables, puis en posant 


X=Y'—X'9'(y’), 
haemo, Se 


Si, en un point, & était identiquement nul, il en serait de même de 
@; donc, en aucun point de o,, les coefficients de @ ne seront simul- 
tanément nuls. 

Une racine a de l’équation caractéristique conduira dans la transfor- 
mée à la racine a’ liée à la premiere par 


1+a'g’ 
a > 


ce que l’on peut écrire 


1 1 a 
= ——j ou a’ — 


1— - 9! 


J 
a À 
. I . . , 

En un point quelconque de 5,, a ou = est analytique. Si c’est a, 
a — 9’ est analytique et n’est pas nul parce que la tangente n’est pas 
caractéristique : donc a’ est analytique. Si c’est =; on obtient le même 

a 

résultat en prenant la seconde forme de a’. 

De ces remarques résulte que le segment ©, se transforme en un 
segment S, parallèle à Oy’; en tout point de S,, tous les coefficients 


Den , pee 

de l'équation sont analytiques, les coefficients des termes d’ordre n 
’ A ‘ . . 

ne sannulent pas simultanément et les racines de l'équation caracté- 
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ristique sont toutes réelles et analytiques. Puisque le coefficient de 


Ne 
Æ 


jz ne s’annule pas, on peut ramener l’équation à la forme employée 


dans le théorème précédent et appliquer ce théorème. En revenant en- 
suite aux variables x et y, on obtiendra une région p, entourant 0. 
Les segments o,, c,, ... empiétant les uns sur les autres etles régions 
Pas 2» »--- les entourant complètement, la région totale 0, formée par 
toutes les régions p,, p,, ..., entourera complètement l’arc analy- 
Lique 5. 

Nous pouvons done maintenant énoncer la propriété générale que 
nous avions en vue : 


THÉORÈME GÉNÉRAL 1. — Étant donnée une équation linéaire quelconque 
à coefficients analytiques et à laquelle correspondent des régions P, à tout 
arc analytique régulier s situé complètement dans une région P et n'ayant 
aucune tangente caractéristique, correspond une région p l’entourant 
complètement. 

Quelles que soient les fonctions initiales supposées analytiques sur tout c, 
l’intégrale correspondante est analytique dans tout p. 


Nous appellerons cette région », dont l’existence est maintenant dé- 
montrée dans tous les cas, le domaine de l'arc 5. 

Il est évident, en outre, d’après la façon dont on obtient p, que sic 
se déplace et se déforme d’une façon continue dans P, son domaine bp 
en fera autant. 


III. — Lignes singulières essentielles. 


On dit que I est une ligne singulière essentielle de z(x, y), siz est 
analytique d’un côté de I et ne peut se prolonger analytiquement au 
delà de T. 

Supposons qu’une intégrale d’une équation linéaire soit analytique 
en un point de P. En cherchant à la prolonger analytiquement, il peut 
se faire qu’avant d'arriver au contour de P on rencontre des points iso- 
lés où la fonction cesse d’être régulière, ou bien que l’on rencontre 
des lignes singulières essentielles. 

Nous allons prouver que toute ligne singulière essentielle distincte 
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du contour de P est forcément une caractéristique ou est formée par 
des segments de caractéristiques. 

Supposons que I ne soit pas une caractéristique, on pourra trouver 
sur L'un point M non anguleux et où la tangente ne soit pas caracté- 
ristique. Par ce point M on pourra faire passer un are analytique regu- 
lier ¢ ne traversant pas I’, situé entièrement dans P et dans la région 
où l’intégrale est, par hypothèse, analytique et, en outre, ne possédant 
aucune tangente caractéristique. Soit p son domaine. Nous pouvons 
déplacer et déformer infiniment peu cet arc o de façon qu’il devienne 
5,, satisfaisant aux mêmes conditions, mais ne passe plus par Metque 
son domaine p,, qui diffère infiniment peu de p, contienne encore le 
point M; l'intégrale pourra être considérée comme définie par des con- 
ditions initiales analytiques tout le long de 5, et, par suite, sera ana- 
lytique dans tout p,. 

Or 9, est traversé par I’; donc, au voisinage de M, I’ intégrale pour- 
rait se prolonger analytiquement au delà de T et, par suite, cette ligne 
ne serait pas une ligne singulière essentielle. 

On est alors conduit à distinguer deux sortes de lignes singulières 
des intégrales, le premier groupe étant formé par les lignes qui limi- 
tent les régions P et le second par des caractéristiques, de sorte que 
nous obtenons : 


THÉORÈME GÉNÉRAL I]. — Dans une région où toutes les racines de 
l'équation caractéristique sont réelles, les intégrales analytiques ne peu- 
vent présenter que deux sortes de lignes singulières essentielles : 


I. Des lignes singulières essentielles mobiles. Ces lignes sont forcément 


des caractéristiques de l'équation proposée; 

II. Des lignes singulières essentielles fixes. Ces lignes sont les sut- 
vantes : 

1° Les lignes le long desquelles tous les coefficients des termes d'ordre n 
s'annulent simultanément ; 

2° Les lignes singulières essentielles des coefficients ; 

| 3 Les lignes singulier es essentielles des racines de | equation caracté- 

risique à l'exception des lignes polaires de ces racines. 


En nous plaçant, comme nous l’avons toujours fait, au point de vue 


ie Kt Aa ae 
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des fonctions réelles de variables réelles, nous avons encore à étudier 
les points isolés où l'intégrale cesse d’être régulière. 

Il peut exister des points isolés qui annulent simultanément tous 
les coefficients des termes d’ordre n, des points singuliers isolés des 
coefficients et des points singuliers isolés des racines de l'équation 
caractéristique, en exceptant les points polaires de ces racines. Pour 
former les régions P, il a fallu entourer ces points par des cercles 
infiniment petits. 

Admettons qu’un point M, distinct des précédents et non situé sur 
une ligne singulière fixe, soit un point singulier isolé d’une intégrale 
analytique. On voit immédiatement qu’on peut trouver un are c,, ana- 
logue à celui de la démonstration précédente, et dont le domaine bp, 
contienne M. Il en résulte que l’intégrale est régulière en M. 

I] peut arriver qu'une intégrale déterminée d’une certaine façon 
soit régulière tout le long d’une ligne singulière fixe, sauf en certains 
de ses points, lesquels dépendront de l'intégrale, de sorte que nous 
obtenons : . 


TuéorèmE GÉNÉRAL LI. — Dans une région où toutes les racines de 
l'équation caractéristique sont réelles, les intégrales analytiques ne peuvent 
presenter que deux sortes de points singuliers isolés : 

I. Les points singuliers isolés mobiles. Ces points sont forcément situés 
sur les lignes singulières fixes ; | 

Il. Les points singuliers isolés fixes. Ils sont de trois sortes : 

1° Les pounts isolés qui annulent simultanément tous les coefficients des 
termes d'ordre n ; 

2° Les points singuliers isolés des coefficients ; 

3° Les points singuliers soles des racines de l equation caractéristique, 
à l exception des points polaires. 


Considérons le domaine D dans lequel une intégrale est analytique. 
Le contour de ce domaine peut présenter des points anguleux. Soit M 
l’un d’eux, et supposons qu’il ne soit sur aucune ligne singulière fixe 
et ne coincide avec aucun point singulier isolé fixe. La pointe de 
l’angle M ne peut être tournée vers l'intérieur de D. En effet, suppo- 
sons qu’il en soit ainsi: on pourrait trouver un arc analytique régu- 
lier o passant par M, n’ayant aucune tangente caractéristique et en- 
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tièrement situé dans D. Cet arc o aurait un domaine p, puisque, 
d'après les hypothèses faites sur M, o serait entièrement dans une 
région P. On pourrait déplacer infiniment peu o de façon qu'il ne 
passe plus par M, mais conserve ses autres propriétés, et que son do- 
maine contienne encore M. Il en résulterait qu’au voisinage de M l’in- 
tégrale pourrait s’étendre analytiquement en dehors de D, ce qui est 
contraire à l’hypothèse, de sorte que l’on a: 


Tutorime GÉNÉRAL IV. — Le contour du domaine dans lequel une inte- 
grale est analytique ne peut présenter de points anguleux dirigés vers 
l'intérieur, à moins que ces points n'appartiennent aux lignes singulières 
fixes ou ne coincident avec des points singuliers isolés fixes. 


IV. — Application à une classe d'équations linéaires. 


Considérons les équations linéaires satisfaisant aux conditions sui- 
vantes : 

1° Tous les coefficients des termes d'ordre n sont des constantes 
réelles ; 

2° Les racines de l'équation caractéristique, qui sont des constantes, 
sont toutes réelles ; - 

3° Tous les coefficients sont analytiques dans tout le plan. 

Nous représenterons de telles équations par Q(s) = U(s) + O(x,y) 
ou plus simplement par V(z) = 0. 

Pour de telles équations il n’existe pas de lignes singulières fixes, 
ni de points singuliers isolés fixes. Les intégrales ne peuvent donc 


avoir que des lignes singulières essentielles qui seront des caracté- 


ristiques, et celles-ci sont ici des droites parallèles à des directions 
fixes. 

Supposons que l'équation caractéristique ait m racines distinctes et 
considérons le domaine dans lequel une intégrale est analytique. Le 
théorème général IT nous montre que ce domaine sera limité par des 
caractéristiques, c’est-à-dire sera un polygone ayant ses côtés paral- 
lèles à m directions fixes. Le théorème général IV nous montre qu'il 
sera convexe et, par suite, aura au plus deux côtés parallèles à une 
direction, c’est-à-dire, en tout, au plus 2m côtés. Quant au théorème 


= 
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général III, il nous prouvera que l’intégrale ne possede pas de points 
singuliers isolés. 

Ce polygone peut très bien ne pas être fermé, c’est-à-dire s'étendre 
à Vinfini; le contour est alors une ligne brisée convexe s’étendant à 
l'infini; dans les deux sens, elle a au plus 72 + 1 côtés, et le domaine 
dans lequel l’intégrale est analytique est la portion du plan située 
dans sa concavité. On a donc : 


Tuéorème. — Le domaine dans lequel une intégrale quelconque d’ une 
équation V(s)=0 est analytique est l'aire d’un polygone convexe 
ayant au plus 2m côtés parallèles aux m directions caractéristiques dis- 
tinctes, ou la portion du plan située dans la concavité d’une ligne brisée 
convexe illimitée ayant au plus m + 1 côtés parallèles à ces m directions. 


Supposons que, par un procédé quelconque, on ait démontré qu’une 
intégrale de V(z) est analytique dans un domaine D. Elle sera analy- 
tique dans l’intérieur d’un polygone convexe contenant D. Compre- 
nons D de toutes les façons possibles, entre deux parallèles à chaque 
direction caractéristique. La partie commune à toutes les bandes ainsi 
formées constituera un polygone analogue à ceux du théorème précé- 
dent et qui sera intérieur à tout polygone du même genre contenant D. 
On pourra donc affirmer que l'intégrale est analytique dans tout ce 
polygone. 

Considérons maintenant deux ou plusieurs équations V(z) ayant une 
intégrale analytique commune. 

Supposons que les équations caractéristiques aient g racines dis- 
tinctes communes. Les lignes singulières essentielles de l’intégrale 
commune ne pourront être que des caractéristiques communes, et, 


par suite : 


Tuéorème. — Sz plusieurs équations V(z), ayant en commun q direc- 
lions caractéristiques distinctes, ont une intégrale analytique commune, 
cette intégrale est analytique à l’intérieur d’un polygone convexe ayant 
2q côtés au plus, parallèles à ces q directions. Ce polygone peut se réduire 
à une ligne brisée convexe illimitée ayant au plus q + 1 côtes. 


Si les équations V(z) n’ont aucune direction caractéristique com- 
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mune, l'intégrale commune ne pourra avoir de lignes singulieres es- 
sentielles et, par suite, sera analytique dans tout le plan. 


Tutonime. — Si plusieurs équations V(z), n'ayant aucune direction 
caractéristique commune, ont une intégrale analytique commune, celle 
intégrale est analytique dans tout le plan. 


Occupons-nous maintenant du domaine dans lequel une intégrale 
de V(s) est analytique, cette intégrale étant déterminée par des con- 
ditions initiales. | 

Pour abréger, nous appellerons polygone V tout polygone convexe 
ayant ses côtés parallèles aux directions caractéristiques de V(s). 

Soit un arc analytique régulier. Prenons-en un segment quelconque 
s ne possédant aucune tangente caractéristique, sauf peut-être à ses 
extrémités À et B, et supposons que les fonctions initiales soient ana- 
lytiques sur tout 5, qu’il y en ait au moins une qui ne puisse se pro- 
longer analytiquement au delà de A et une au moins qui ne puisse se 
prolonger au delà de B. A et B seront forcément sur le contour du 
polygone V dans lequel l’intégrale sera analytique. 

Si l’équation V(z) n’a qu’une seule direction caractéristique, ce 
polygone V sera déterminé par cette seule condition : ce sera la bande 
limitée par les deux caractéristiques issues de A et B. Le probleme 
serait même résolu si, avec les hypothèses précédentes, les coefficients 
de U(s) et la fonction © avaient des lignes singulières essentielles; 
5 serait entièrement contenu dans une région P où ces coefficients 
seraient analytiques. On formerait la région Q telle qu’on puisse aller 
d’un quelconque de ses points au segment ¢ en suivant l'unique carac- 
téristique et sans sortir de P; Q serait la plus petite région contenant o 
et limitée par des caractéristiques ou des lignes singulières fixes; donc 
l'intégrale serait analytique dans tout Q. En général, elle ne pourrait 
s'étendre analytiquement au delà, mais on conçoit qu’il pourrait exister 
des cas où il en serait autrement. 

Supposons maintenant que l'équation V(z) ait au moins deux direc- 
tions caractéristiques distinctes. Menons par O les parallèles à ces 
m directions; elles détermineront 2m angles rayonnant autour de O. 
Il résulte immédiatement, de ce que o n’a aucune tangente caractéris- 
tique, que si l’on transporte cet arc parallèlement à lui-même, de fa- - 
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con qu'une de ses extrémités A ou B vienne en O, la droite AB ne 
coincidera avec aucune des m directions et, en outre, la droite AB et 
Vare o seront entièrement dans un même angle. Par les points À et B, 
menons les parallèles aux deux côtés de cet angle (fig. 1). Nous 
déterminerons ainsi deux régions, la première étant le parallélo- 
gramme ABCD et la seconde la région illimitée EAFGBH. 


Quelques remarques de Géométrie élémentaire montrent facile- 
ment : . 

1° Tout polygone V, dont le contour passe par A et B, contient le 
parallélogramme ABCD; 

2° Tout polygone V, dont le contour passe par A et B, est entière- 
ment à l’intérieur de EAFGBH. 

Ces deux régions ne dépendent pas de l’arc 5 lui-même, mais seule- 
ment de ses deux extrémités A et B, de sorte que : 


Taéorime. — A lout système de deux points À et B, tels que la droite 
AB ne soit pas une caractéristique, correspond un parallelogramme p. 
Tout arc analytique régulier, allant de À en Bet n'ayant aucune tangente 
caractéristique, est entiérement contenu dans p, et quelles que soient les 
fonctions initiales analytiques sur 5, l'intégrale correspondante est analy- 
tique dans tout p. 
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Quant à la seconde région qui correspond à AB, on peut dire que, si 
toutes les fonctions initiales ne peuvent s’étendre au delà de a, l’inté-: 
grale ne pourra jamais s'étendre analytiquement au dehors de cette 
région. 

Considérons un arc analytique régulier illimité dans les deux sens, 
n'ayant aucune tangente ni asymptote caractéristique et supposons les 
fonctions initiales analytiques sur cette courbe. En prenant deux 
points A et B sur elle, l'intégrale sera analytique dans le parallélo- 
gramme correspondant p, et si l’on fait éloigner A et B dans des sens 
différents, de façon à les envoyer tous deux. à l'infini, on voit que, 
d’après les hypothèses faites, p arrivera à recouvrir tout le plan. Donc : 


Tutorime. — Sc un arc analytique régulier illimité dans les deux sens 
n'a aucune tangente ou asymptote caractéristique, toute intégrale, définie 
par des conditions initiales analytiques tout le long de cette courbe, est 
analytique dans tout le plan. 


C’est, par exemple, ce qui arrive lorsqu'on se donne les conditions 
initiales analytiques tout le long d’une droite indéfinie non caracté- 
ristique. 


CHAPITRE III. 


Nous nous proposons maintenant d'étendre aux équations linéaires, 
à un nombre quelconque de variables, la plupart des résultats précé- 
demment obtenus. Pour ne pas compliquer inutilement les notations 
et le langage, nous prendrons des équations à trois variables: les rai- 
sonnements seront tout à fait généraux. 


1. Soit 
\ (UPS d 
> Naik dxtoviast yi Oak 


’ ‘ Q , a . 
l’ensemble des termes d’ordre ». Cherchons à intégrer l'équation en 
nous donnant toutes les dérivées partielles jusqu’à l’ordre nm — 1 sur 
une surface F(x,y, 3) = 0. 


COR PR NP TNT 
à à 
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d—1 , 2 7 
Sur cette surface, ELLES (t+j+k—=n—1) sera une fonction 
connue de x et y, il en sera de même de ses dérivées par rapport à + 
et y; 


on f Oz of of Os on f 
day! dct * da ox oy'dstt  Oxigyi dei + Oy dutdyl da’ 


c’est-à-dire de 


oF oF 
a: 07 0" f . ony dy on f 
0x 197103 oF Ox dyl ask oxi dyi+ Ozk er) dx dy} 03641 
Oz 02 


On en déduira de proche en proche 


OREN. idk Nod 
ang. _-{ ax dy \ ony 
oz‘ dyidz* | oF “OF } ds: 
Oz Oz 


En portant dans l’équation pense on obtiendra une équation du 


premier degré pour déterminer == ee d’où l’on déduira les autres déri- 


vées d’ordre n. Mais le coefficient de DT est 


ie Ô 
> Au oe 5 
.: 02 


il y a exception s’il est nul, c’est-à-dire si l’on a 


>A (ea) 
ae aa io AC 
Nous appellerons les surfaces ainsi définies surfaces caractéristiques. 
Considérons le polynôme caractéristique 


> Bie X YZ, 


C’est ici que s’introduit la différence essentielle avec les équations a 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome XII. S.13 


: + 
i 
1 
{ 
L 
. 
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deux variables. C’est qu'à un système de valeurs non nulles de X et Y 
annulant un polynôme homogène en X et Y correspond un facteur li- 
néaire, tandis que cela n’est plus vrai dans le cas de plus de deux 


variables; il peut alors exister des surfaces caractéristiques réelles” 


sans que le polynôme caractéristique soit décomposable en facteurs li- 


néaires réels. 
Dans tout ce qui va suivre, nous ne nous occuperons que des équa- 


tions linéaires dont le polynôme caractéristique est décomposable en un 
produit de facteurs du premier degré à coefficients réels. 


On aura 
Noe 


Dax TZ JT (AX + BY + GZ) 
1 
dans certaines régions de l’espace. Les surfaces caractéristiques seront 
données par des équations de la forme 


aR OF GE 
org dere er De 


Il y en aura » familles distinctes ou non. 
Soient wu et ¢ deux solutions particulières de cette équation; les sur- 
faces caractéristiques de cette famille seront 


F (u,;¢)= 90, 
F étant une fonction quelconque. On pourra considérer ces surfaces 
comme engendrées par les courbes 


HU Const, ?'=='COnst., 
et ces courbes s’appelleront des caractéristiques. 
2. On remarque que, si une équation linéaire 0(3) =o a pour po- 
lynôme caractéristique P( XYZ), l’équation 


09 09 08 
Pao aye oe 


a pour polynôme caractéristique 


(AX + BY + CZ)P(XYZ); 


autrement dit, l’opération A a +B HG 2 introduit les surfaces 
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pr  caractéristiques 


ra ’ OF ae oS 


Il en résulte que, si l’on forme l'équation 
ART a 0 0 ear or “A =o 
3p EB Gy + Ong) 1 2 9x +B, tb DCE HET TRE Oo, 


cette équation aura les mêmes caractéristiques que la proposée et que, 
si l’on représente l’expression précédente par of), l'équation pourra 
se mettre sous la forme 
| > o(f)= Ulf) + (2.4), 
u(f) étant une fonction linéaire et homogène de fet de ses dérivées 
jusqu'à l’ordre n — 1. 
En outre, une équation 


- a) Uf = Ol wy, 2) 


est équivalente au systeme 


Ay a br of wien —_ =, 
= ; 5 8 
à ie ee, 
CS 3 DR em) dre: 
AE SS 2 = Br-1 Oy = Os Oz = tn—1» 
“J Obie OL, 1 Cte 1 M2 7 
ete yeas 0) 


3. Considérons une équation linéaire 


of nes A 
Aa es Dettes Tr): 


Soient /, et 10 deux solutions particulières; en faisant le change- 
ment 


! 


a f,(2, 7,3), wv Le fe; 2); Bi ae 
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Elle se ramenera à la forme 


d 
SL =D (aps). 


Les caractéristiques sont devenues des lignes 


a' = const., y' = const., 


c’est-à-dire des parallèles à Oz’. 
Si l’on se donne Ÿ(x’, y’), à laquelle se réduit f pour 3’= z,, on 
aura 


ei 6 (2', y', 2')dz' + 4(x", y'). 


On voit done que la série représentant / au voisinage de (a,, y,, z,) sera 
absolument convergente dans un parallélépipede, dont la dimension 
parallèle à Oz’ sera indépendante de la fonction initiale, et, en reve- 
nant aux variables primitives, on retrouvera l’analogue du lemme III 
(Chapitre I) : 

Il existe sur la caractéristique issue de (a5, y, =)) un segment L tel que, 
quelle que soit la fonction initiale developpable en x,, y,, l'intégrale soit 
développable en tous les points de L. 


En suivant exactement la même méthode que dans le Chapitre I, 
on en déduira la notion de domaine d’une aire © parallèle à xOy, et 
l’on étendra facilement cette propriété au cas des équations 


ENTER O( 2,4; ZB). 


4. Considérons maintenant le lemme VI sur l’équation du premier 
ordre et les fonctions majorantes. 
Soit 
of _,% of 
Os 0e dy 


a, b, c étant analytiques en ay, 7, =o; soit e(æ, y) la fonction initiale 
analytique en a, Yo. 
Soient «(§, 7,0), BCE, 7,5)» y(& n, &), €(& 1) des fonctions déve- 
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loppables en £—£,, n = n,, C= (, et telles que l'on ait 


a(r, y, 3), (En, 6) b(x, y, 2)u, <P(E,n,É)ue AGDE 2 cm <y(E, nus 
€(2, Mar eele, nu 


Considérons l'équation 


À Mars %,, 
. avec la condition initiale ¢(é, n) pour HR 
3 Nous ferons correspondre par 

3 — 20 —6— 


les points des deux caractéristiques issues de M, et uv 


=a dum dy 9 dz 
‘ a — ay Ss I J 
dE _dn _ dé 
CONTRE 
| et nous prendrons les deux segments C et I analogues à ceux du 
lemme VI. 


En calculant la dérivée sur la caractéristique, on aura 


d  ditirk dé diti+k+1 d di+i+ki1 Qits+k+t 

a ore Ls A he re ee 

at OF On! Ock ar dé Chalet On? oc" dé 0€! On/+ Oc* OE On! Ock+1 
Oitsi+k+i ® Oitsi+k+t p di+i+k+1 o 


ie DE Oni OL* TP OFF Oni 0c® | OF Oni ack 


i om : À à Ai+i+k 
En effectuant sur l’équation que vérifie 9 l’opération Frontage? OM 
5 x di+i+k+i p 
obtiendra dans le premier membre le terme ap gee dans le second 


membre on aura des termes de la forme 


à di +k oy OE+I +k" @ ; 
OE" On? Oc dE? Ont" 06!” 


is Ont y 
et des termes analogues avec $, puis le terme DE dt 


Les À seront des coefficients numériques, ceux qui s’introduisent 
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dans la dérivation d’un produit et, en outre, parmi les deux premiers 
groupes de termes, on trouvera 


di+i+k+1 9 Qiti+k+t 9 


detonate OP oran 


a 


On les fera passer dans le premier membre, et l’on continuera le 
raisonnement comme dans le lemme VI pour arriver à la même con- 
clusion : Quels que soient les points correspondants M et p sur C et Y, 
et quelles que soient les fonctions initiales e(x,y), ¢(&, 4) développables 
en Mo, Uo et telles que 

€ (2, y)m, < eke N Jus 

1° f sera développable en tous les points de C; 

2° © sera développable en tous les points de T'; 

3° On aura loujours 

J(2, y; 5) < o(é, LE Chu 

Quant à la généralisation pour les aires et pour les équations w(/), 
tout se fait comme dans le premier Chapitre et l’on est amené aux 
mêmes conclusions, sauf que les segments S, sont remplacés par des 
aires planes parallèles à «Oy. 


5. Pour suivre la même marche que dans le cas de deux variables, 
nous devons maintenant considérer les équations à un seul système 
de caractéristiques et commencer par l’équation 


Ons Oiti+k f bo Oe AUR 
“PIE HR Jato] dak J/=—0, -..,2-—I, i+jy+k<n : 
< RES 1, 


à laquelle on les ramène par un changement de variables. 

Nous ferons pour cela la remarque analogue à celle déjà faite au 
commencement du Chapitre Il : c’est que si une fonction F(a, y, =) 
est en 2%, Yo, Zo, développable en série absolument convergente dans 
le parallélépipède p, p, A, on peut trouver M tel que dans tout l’inté- 
rieur du parallélépipède pe, pe, 8 (e 1,2 A) on ait, quels que 
soient z et 7, 
Ce 
dxi dy* 


oes M 


Ox! dys ee ; 
p Pp =X + Pe 


2 
| 
4 
4 
4 
a 
= 
4 
¥ 
D 
od 
k- 
À “ 
* 


Li 6 ‘à RL AS da 


= cdi 


ae 
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En recommençant tous les raisonnements du début du Chapitre II, 
on sera conduit, pour arriver à une conclusion analogue, à ince 
la convergence de la série dont le terme général sera 


oO” NM”™"* AS AË: A : AB: 
Be Gi A. Hr Bit Bete # 
Hire CEP ie € DE > AS AG 


Um Be 
Ay yb... + Om m2 Ar Batna 


Ami 


Sm-1+m—2 


x< 


dite RS I 


pate ma tBite+f, (1 —e)%+- ot, +B, +-..+8,, ,+m—2 


Dans cette formule, toutes les combinaisons d'indices «, 6,s doi- 


vent vérifier 
n2s2a+6+121. 


En raisonnant comme dans le cas de deux variables, on sera ramené 
a démontrer que les quantités 


Am Bm 
Ag Die. a mA brie +B m—1tn—2 


A’ Sm— 
Sn Em—2 


tendent vers o quand m croit indéfiniment. On aperçoit immédiate- 
ment l'inégalité 
Rd Shi dep: 
En l’appliquant ici et remarquant en outre que l’on a toujours 


a+BSn—t1, 
on aura 


a Cee 1 om +B imn—1 20 
AGE Hdmi —2 * Ag+. mt Ae Bye. Ge Nise me + m— 


On est donc ramené à montrer que la fraction 
AB 


A’ Sm-1 
Sm—1+m—2 


tend vers o. Ceci est évident, car a, +6», <s,_,. Nous arrive- 
rons donc au résultat suivant : 


A toute aire plane S, parallèle à xOy et située entièrement dans la re- 
gion de l’espace où tous les a;;, sont analytiques, correspond une région 
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ER l'entourant complètement. Quelles que soient les fonctions initiales ana- 
lytiques sur tout S, l'intégrale correspondante est analytique dans tout R. 


Pour les équations n'ayant qu'une seule famille de caractéristiques, 
mais non ramenées à la forme précédente, on ramènera le coefficient 


de < fy être l’unité s’il n’est pas nul; alors le pope caractéristique 


sera 
(AX + BY +Z)”. 


On aura la même propriété à condition que S soit entièrement située 
dans une région où A, B et tous les coefficients de la nouvelle équa- 
tion sont analytiques. 


6. Considérons maintenant les équations dont le polynôme caracté- 
ristique a un nombre quelconque de facteurs distincts. En suivant 
presque mot pour mot le raisonnement fait dans le cas de deux va- 
riables, nous obtiendrons : 


Soit une équation linéaire quelconque ramenée à la forme 
o(f) = u(f) + 0(x, 7, 5) 


et dont le polynôme caractéristique est 
=n 
[ [ox Sa Bye 2); 
À=1 


à toute aire plane S, parallele à x O y et située entièrement dans une région 
où tous les Ay, les By, les coefficients de u et la fonction 0 sont analy- 
tiques, correspond une région R l’entourant complètement. 

Quelles que soient les fonctions initiales analytiques sur tout S, l’inté- 
grale correspondante est analytique dans tout R. 


Considérons, en dernier lieu, une équation quelconque 
o(f) = u(f) su 0(x, y, 3) 


dont le polynôme caractéristique est 
han 


[pox + B\Y + C2). 
A=1 


7. dde dé |= 


_" "= | 


| 
gq 
| 
2 
: 
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Prenons une région P satisfaisant aux conditions suivantes : 


1° Tous les coefficients de l'équation sont analytiques dans tout P. 

2° Tous les A), les B; et les C, sont analytiques dans tout P. 

3° I n'y a aucun point à l’intérieur de P où tous les coefficients des 
termes d'ordre n s’annulent simultanément. 


Soit « une aire analytique régulière située entièrement dans P, 
c'est-à-dire une aire sur laquelle æ, y, z sont des fonctions analytiques 
de deux paramètres « et B et sur laquelle n’existe aucun point où les 
trois quantités 


sont nulles simultanément. 
Par un point M quelconque sur © passent des directions caractéris- 
tiques 


Supposons qu'il n’y ait aucune de ces directions qui soit tangente 
en Mao. Nous exprimerons ce fait en disant que o n’a aucune tan- 
gente caractéristique. 

Sur 5 il y a des points formant des lignes et où le plan tangent 
est parallèle à Oz, de même pour les deux autres axes; mais il n’y a 
aucun point commun a ces trois sortes de lignes. De là résulte la 
possibilité de décomposer © en aires partielles o,, ,, ..., telles que 
tout point intérieur à o soit intérieur au moins à l’une de ces régions 
partielles et qu’une quelconque d’entre elles n’ait aucun plan tangent 
parallèle à l’un des axes et empiète sur ses voisines tout le long de la 
portion de son contour distincte de celui de c. 

Soit o, n'ayant aucun plan tangent parallèle à Oz. Sur tout o,, z sera 
une fonction analytique de x et y 


a (27,7); 
faisons le changement 
LIT Kin iG 
VY=y y=y' 


z!—3z—q(x, y), 2—2'+9(2', y'). 
Ann. de l’Éc, Normale. 3° Série. Tome XII. S.14 
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On voit immédiatement que c, se transformera en une aire plane : 
parallèle à &'0y' et que l'équation transformée aura les propriétés 
suivantes : 

Il n’y aura aucun point de s, où les coefficients des termes d'ordre x 
s’annuleront simultanément. Les nouveaux coefficients seront analy- 
tiques en tous les points de s,; il en sera de même des nouveaux 
termes Aj, B;, Ci, et les trois coefficients A;, B,, C;, d’un même facteur 
ne pourront s’annuler simultanément, car il en résulterait que tous 
les termes d’ordre n auraient simultanément des coefficients nuls. 

Les coefficients C; ne peuvent jamais s’annuler sur 6,, car il y aurait 
dans la transformée des caractéristiques tangentes à s, et, par suite, 
dans l'équation primitive des caractéristiques tangentes à o,, ce qui 
est contraire à l'hypothèse. On est donc sur s, dans les conditions 
d'application du théorème précédent, d’où l’on déduit l’existence de 
la région p, entourant complètement o,. 

Les diverses régions o,, p,, ... forment, par leur ensemble, une ré- 
gion p entourant complètement © et n’ayant d’autres points communs 
avec elle que son contour. Donc : 


A toute aire analytique régulière 5, entièrement contenue dans une re- 
gion P et n'ayant aucune tangente caractéristique, correspond une ré- 
gion p l’entourant complètement. Quelles que soient les fonctions ini- 
tiales analytiques sur tout o, l'intégrale correspondante est analytique 
dans tout p. 


7. Les fonctions analytiques de trois variables x, y, s peuvent pré- 
senter : 

1° Des surfaces singulières essentielles; par exemple, la surface 
V4 ’ 


wvw—OdO, POUL ES 


> 
2° Des lignes singulières; par exemple, la ligne = 0, y =o pour 


- 
a 


ay 
3° Des points singuliers isolés, comme le point 2 =0, y= 0, s=0 


our ——— 
P > y? + 2° 


Considérons trois sortes de points : 
1° Les points où les coefficients de l'équation cessent d’être analytiques ; 


ae 
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2° Les points où les coefficients A), By, Cy cessent d’être analytiques ; 
3° Les points qui annulent simultanément tous les coefficients des 
termes d ordre n. 


Ces points constitueront ce que nous appellerons les singularités 
fixes. 

Si de tels points forment une surface, on l’appellera une surface sin- 
gulière essentielle fixe. 

S'ils forment une ligne, ce sera une ligne singulière fixe. 

S'ils sont isolés, ils seront des points singuliers isolés fixes. 

Supposons qu'une intégrale ait une surface singulière essentielle 
distincte des surfaces singulières essentielles fixes et qui ne soit pas 
une surface caractéristique. On pourrait trouver sur elle un point M 
n’appartenant pas aux singularités fixes, point ordinaire et où il n’y 
aurait aucune tangente caractéristique. De 1a résulterait la possibilité 


de trouver une aire analytique régulière n’ayant aucune tangente ca- 
$ ii 5 


ractéristique, située entièrement dans le domaine où l'intégrale est 
analytique et dans une région P, et dont le domaine o contiendrait M. 
Cette intégrale pourrait alors se prolonger analytiquement au delà de 


‘la surface considérée, de sorte que nous avons : 


Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de sur- 
faces singulières essentielles ; 

1° Des surfaces singulières essentielles fixes ; 

2° Des surfaces caracteristiques. 


Soit une ligne singulière essentielle distincte des lignes singulières 
fixes et qui ne soit pas une caractéristique. On pourra trouver sur elle 
un point M ordinaire où la tangente ne sera pas caractéristique, et, par 
suite, l’aire o dont le domaine contient M existera encore et l’inté- 
grale sera analytique en M; donc: 


Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de lignes 
singulières essentielles : 

1° Les lignes singulières essentielles fixes ; 

2° Des lignes singulières mobiles. Ces dernières sont sur les surfaces sin- 


gulières fixes ou sont des caractéristiques. 


Enfin, l’existence de l’aire o se voit encore immédiatement pour un 
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point qui n’est pas sur les surfaces ou lignes singulieres fixes et qui 
n’est pas un point singulier isolé fixe; donc : 


Les intégrales analytiques ne peuvent présenter que deux sortes de 
points singuliers isolés : 

1° Les points singuliers isolés fixes ; 

2° Des points singuliers isolés mobiles qui se trouvent forcément sur les 
surfaces ou lignes singulières essentielles fixes. : 


SECONDE PARTIE. 


EXTENSION DE LA MÉTHODE DE RIEMANN. 


Riemann a donné une méthode célèbre pour l’intégration de l’équa- 
tion E(B,B) ('). Cette méthode, généralisée plus tard pour l'équation 
| ds ds _ 1 ds 


fe a Chae ae 


ramène l'intégration d’une telle équation à la recherche d’une certaine 
intégrale particulière dépendant de deux constantes arbitraires (?). 

Je me propose de démontrer qu’on peut établir une méthode tout à 
fait analogue pour une classe très générale d'équations linéaires d’un 
ordre quelconque. 

Soit une fonction linéaire de = et de ses dérivées partielles, dans’ 
laquelle on ne dérive jamais plus de p fois par rapport à a, et plus de 
q fois par rapport à y 
§ (3) =53 Nix Sa + preter mane ty P+rqd=R  py=o, “Aa = 1) 


LOS Te 0 da 


et considérons l’équation 


§(s)=0, 


(1) Riemann, Gesammelte Werke (zweite Auflage), S. 171. 
(*) Voir Dansoux, Leçons sur la Théorie des surfaces (T. Ul, Ch. IV). 


a 
3 
! 
} 
3 
4 
à 
4 

4 

| 
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dont l’équation précédente du second ordre n’est qu’un cas particulier 
(n= 2, p=1,q=1). 

Ces équations sont à caractéristiques réelles et n’en ont que deux 
systemes : les caractéristiques x = const. d’ordre g et les caractéris- 
tiques y = const. d’ordre p. 

Nous commencerons par établir un lemme fondamental : 


LEMME FONDAMENTAL. — Si les coefficients Aji, restent tous finis et con- 
unus à l’intérieur d'un rectangle parallele aux axes et ayant &,,Y, 
comme centre, il existe une fonction Z satisfaisant à l'équation $(z) = 0, 
continue, ainsi que toutes ses dérivées entrant dans $(z), au voisinage de 
Xo» Yo et satisfaisant aux conditions initiales 


03 BJO" fe 

AC 7) = Yo, Ja (207) = Yi, ar) Dar (ao ¥) = Yo, 
03 OUT 

Z( x; Yo) = Xoy eae tees aie) 


Les Y ayant des dérivées jusqu’à l’ordre q, continues au voisinage de 
Yo, les X ayant des dérivées jusqu'à l’ordre p, continues au voisinage de 
x, et satisfaisant en outre aux conditions 


(LE) =(32) (ie Amer 
phy, Ni AYE Jy, HOT TP 

Pour démontrer ce lemme, nous reprendrons presque mot à mot 
l’élégante démonstration (') qu’en a donnée M, Picard dans le cas du 


second ordre. 
Écrivons l’équation ¥(z) en isolant le premier terme; soit 


d"z 


PTT ORDRE 


et convenons de représenter par la notation [z]; celles des dérivées 
de z qui figurent dans F(z). , 
Pour intégrer par approximations successives, nous aurons à CONSI- 


(1) Picarp, Mémoure sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la méthode 
des approximations successives (Journal de Mathématiques, 1890, Ch. I). 
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dérer la suite infinie d'équations 


0” z, OP, En _F : ; 
gran D. Saray (5) MN 0 eee 
la première étant intégrée avec les conditions initiales proposées et 
les suivantes avec des conditions initiales analogues, mais où tous les 
X et Y seraient nuls. 

On obtient immédiatement 


eee (ya) (~7—2y)! I entrainer Te) : 
5 ET F1 +Ÿ y 7] re Lo) (¥—Jo)*| Far per 


> y y 
; ip [ vee i F(3»-1) dx? dy1, 
Ta Yo Yo 


isole A telle pe Sete Sibvale su0 6) wim te te suis »ietela ee 9e ee = ee oise 


Supposons que les hypothèses faites dans l'énoncé, sur les coeffi- 
cients et les fonctions initiales, soient réalisées tant que 


|[tæ—æ|< a, LY—Yol <B; 


c'est-à-dire à l’intérieur d’un rectangle que nous appellerons le rec- 
tangle a, 8. Elles seront a fortiori réalisées dans un rectangle intérieur 
a’, 8’, etil suffit de considérer les formules donnant de proche en proche 
315 3», .. pour voir immédiatement que 3,, 23, ..., 3, sont des fonc- 
tions continues dans ce rectangle et possèdent des dérivées analogues 
à celles qui figurent dans F(z), également continues dans ce rec- 
tangle. 

Soit M le maximum de F(z,) dans le rectangle «, 8; soit © l’expres- 
sion obtenue en remplaçant dans F(z) chaque coefficient par son mo- 
dule maximum dans &, 6, et chaque terme [3 |! par «’?~', B’7-*. © sera 
un polynôme en @’, 8’ ne contenant pas de terme constant, car dans 
F(z) on n’a jamais simultanément : = p, # =q. Il en résulte qu’on 
pourra toujours prendre «’ et 8’ suffisamment petits pour que @ soit 
aussi petit qu'on voudra, par exemple pour que l’on ait 


0 <1. 


On voit immédiatement les inégalités suivantes, vraies dans le rec- 


. 


wane 
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tangle a’, B’ et telles que chacune d’elles résulte des précédentes, 


[F(z)| <M, C3 ]f1 <Mo/r-ip'a-k, 
[F(s:)|<M®, [La]? | < MOa'r-ig'a-k, 
| F(25)|< M2, | Leu]? |< M@2q'P-#B/a-4, 


@)ere, 16) n cuele vis ee ve 


; 
4 


sels av sens eleve) se mieu à ¢ 0) + se 


a 


Il en résulte, puisque @ <1, que les séries 


Lait 
7 


By Sate cent... 


[21]? + Le ]f+...+ [en ]¥+ 


—— es. eS © Te à 
: UN 
. 
. 
. 
. 
> 


sont absolument convergentes dans a’, 8’ et que, si l’on représente les 
sommes de ces séries par z, ...,[3]/, ..., la fonction z est continue 
dans a’, 8’ et possède des dérivées [ z] continues dans ce rectangle et 
, représentées par les séries suivantes. | 

. 3 satisfait aux conditions initiales, car, si l’on cherche à former 
ses fonctions initiales, on retrouve celles de z,, c’est-à-dire celles de 
l’énoncé. 


Lit) das 


ng 


| En dernier lieu, il faut montrer que z possède une dérivée ——— et 
. Ox? 0x1 


vérifie l’équation proposée. Posons 
A+zt.. an Vh. 


4 On aura les égalités successives 


4 7 ray 
| V,i= tae ot, ae eed F(z,,-,)dx? dy1, 
| Xo Yo x Yo 


3 ur. & PV days. 


Cette égalité est vraie quel que soit m, et lorsque m croît indéfini- 
ment V, et V,, tendent tous deux vers la même fonction z : on a 
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donc 


y 
saa [of F(z)dzxr dy1. 
To Yo 


TL : ds 
On en déduit immédiatement que s a une dérivée = dard et que 


l'on a : ui 
TA = Ja? ya + F(z) 2 
ou, plus simplement, LS 
Sarat = FU) 
puisque, par hypothèse, on a ior = 0. 


Ce lemme fondamental étant établi, supposons que dans une région 
du plan, les A,, aient des dérivées analogues à celles de z qui figurent 
dans F(z), et qu’en outre les A,, et ces dérivées y soient continues, 
$(z) aura une équation adjointe 


ae dir 
G(u) = D Eh ae dat dy* (Aizu) =0, 


laquelle sera de même forme que #(z) et aura tous ses coefficients 
continus dans la région considérée. 

Un calcul facile, mais long, que nous omettrons à dessein, conduit 
à l'identité (‘) 
OM ON 20 
de + ay + edy’ 


où l’on à 
al y Bi aS (TO ie nest), 
O*z 
N= Dur eee (k=, 1, “5 89 Jo), 
tk g TT EU —1 
Qe — DL > Pee | eer: s+y P 
DATES paie MR 


(1) Pour ce caleul voir Danpoux, Leçons sur la Théorie des surfaces, t. Il; note de la 
page 73. 


\ 


LL. ES: à 


dt ha de à sait à de Ne AY à os ni lb 


at 
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avec les valeurs suivantes des coefficients 


: O%+8 = RS 
B; == a af _ ne A—O,1, ...,p L I 
> à 0æ*9y os 1,8 4), 2 pu 1, ..., 7 ); 
i ae CON con) 
Cr =Y nes < 220) ee ne i), eee ene | ee 
ne: ox+8 RS D— É—) 
Du D An 0x2 oye à (Aito+,r+ 8-1 u), Soc ee eee 


Nous nous proposons de démontrer qu’il existe des fonctions U 
telles que tous les coefficients B soient nuls identiquement pour 
æ— 2x, et tous les coefficients C nuls identiquement pour y = y, et 
satisfaisant à G(U) =o. 

Reprenons les notations du lemme, et COLON LMX EN 2: Nee 
Y,, Y,,---, Y,_, les fonctions initiales de U. On voit immédiatement 
que l’équation (B,_,),—-», = 0 a pour premier membre une fonction 
linéaire et homogène de Y, et de ses dérivées jusqu'à l’ordre g, le 
coefficient de cette dernière dérivée étant au signe pres A,,, c’est- 
a-dire 1, et les autres coefficients étant des combinaisons linéaires et 
homogènes des A,, et de leurs dérivées analogues à celles qui entrent 
dans F(z), c’est-à-dire que ces coefficients sont des fonctions de y, 
continues au voisinage de y,. Donnons-nous g constantes arbitraires 


a, A, sey Art 


comme valeurs initiales de Y, et de ses g —r premières dérivées, il y 
correspondra une fonction Yo, solution de Péquation(B,21).42= 0 
et continue au voisinage de y,. 

Connaissant Y,, l'équation (B,_,),-,, — 0 déterminera d’une façon 
analogue Y, en fonction de g nouvelles constantes arbitraires 


RCE ce aan ae 
et ainsi de suite, de sorte que les équations 


Pere © (t=0, I, ..., P —1) 
Ann de UEc. Normale. 3° Série, Tome XII. SPA) 
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font correspondre à tout système 


1 CA RO 
Me D © 
je CAE) SR AS 


de pg constantes arbitraires, des fonctions Y,, Y,, -.-, Y,_,, continues 
au voisinage de yo, et ayant des dérivées jusqu’à l’ordre g également 
continues au voisinage de yo. 
Les équations 
(Cx)y=y,= 9 
détermineraient de la même façon les fonctions X,, X,, ..., X,_,, 
mais les conditions indispensables 


(Ge) =) Cees 

Aye fy, Ne er, Rais. ehaed 

montrent que les valeurs initiales des X sont les mémes que celles 
des Y, mais prises dans un ordre différent, celles relatives à X, étant 


k k k 
nc Ur 


Les fonctions X, et Y; ainsi déterminées satisfont aux conditions du 
lemme fondamental et par suite il existe une solution U de G(u) = o 
ayant ces fonctions initiales. 

Les constantes À que nous venons d’ introduire n'étant pas com- 
modes pour la suite, nous allons les remplacer par d’autres. 


Les coefficients D;;en a,, y, sont des expressions linéaires et homo- 


gènes des A; et leur nombre est pq, c'est-à-dire celui des A. 
Posons en général 
( Disk = Biky 


fas A 
et considérons l’équation 
(D,-, 19-1 bP ES = Mp—1,q—1e 
y= 
2 LU L L L 0 
Le premier membre n’a qu’un terme; c’est un terme en À 9 et son 


coefficient est, au signe pres, A,,, c’est-à-dire 1. Elle détermine 
done A’, 
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Prenons celles de ces équations dont la somme des indices est 
p+q—=3; ily ena deux. Le premier membre de l’une d’elles con- 
tiendra les À dont la somme des indices sera au plus p+ —i—hk—2 
OU 1, puisquet +4 =p-+q— 3, et iln’y en aura qu’un 


q—k-1 
ales 


provenant des valeurs «=p —i—1, 8 =q —hk—1. Ce terme aura en 
outre pour coefficient, au signe pres, A,,, c’est-à-dire r. 
Puisqu’on connaît 2°, elle déterminera he 
Les deux équations de ce genre détermineront par suite À! et A’. 
Admettons que les équations pour lesquelles on a 


ti+k2p+q—m—2 


aient déterminé tous les À dont la somme des indices est inférieure ou 
égale à m. Considérons les équations pour lesquelles on a 


ti+k=p+q—m—3, 


il y en aura m + 2; le premier membre de chacune d’elles contient 
des termes À}, pour lesquels on at + &<m, et un seul terme pour le- 
quel :+£—m+1: cest le terme Ne provenant des valeurs 


a=p—t—t, B=q—k—t1. 


Ce terme a encore, au signe pres, pour coefficient A,, ou 1, de sorte 
que chacune des équations que nous considérons déterminera un A, 
dont la somme des indices sera m-+1. 

On pourra donc toujours exprimer tous les A; comme fonctions li- 
néaires et homogènes des uz, et énoncer la propriété suivante : 


A tout système de valeurs initiales p;, des coefficients D;4 correspond 
une fonction U, solution de G(U) = 0 et satisfaisant aux conditions 


(B;2=2, = 0, (dr == 0: 


Soit U une telle fonction et s une intégrale quelconque de #(s); 
en vertu de l'identité fondamentale, on aura 


aM ON 020 _ 
dx Er F dxdy 


prise le long d’un eonisur fermé, a Fe duquel M, 
des fonctions continues, est nulle. ie es 
_ Tracons une courbe quelconque T (fig. 2) dans cette région | ret. soit. 


Ho 


XV, un quelconque des points de la même région, tel que l’espace 
limité parT et les deux CEST ae. issues de æ,, Yo y soit entiè- 
rement contenu. 


Si l’on remarque que, d'après la définition de U, M est identique- 2 
ment nul sur PA et N identiquement nul sur PB, on aura, sur ce Ba, 
contour d’intégration, Bs 


. 00\ ne | 
ao +f (M+ 5") dy —Nde=o : | 
\ P p dy 24 > à : ET 
> ou, en remarquant que, par définition, ona 


- a \ eer : 


on aura finalement 


> diets |. =0 M - dy Nee 
Bie | Sataye |, = Oat ie + = | dy —Ndx 


V ne dépendant que de = et de ses dérivées partielles jusqu’à l’ordre \ 
n—r1zsurT, | 
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Posons pg — m et considérons m systèmes de constantes initiales 
uw}, à chacun desquels correspond une fonction U;. Nous aurons m 
équations analogues à la précédente 


D j dues a, Fe 
Uk dx dyE FX (Up RD SARS LAS 


Si les pj, ont été choisies de façon que leur déterminant ne soit pas 

f F a She t+ kz 

nul, on tirera de ces équations toutes les quantités Er Tr 
fonctions linéaires et homogènes des V;. [s]p étant l’une des incon- 


nues du premier membre, on aura 


rl, comme 


feiss aNVi+ a,Vo+. 6 Ba DNS 


les a étant des constantes, de sorte que la valeur de s en P se trouve 
exprimée au moyen des valeurs de = et de ses dérivées jusqu’à l’ordre 
n—isurlarc YT. 

Plus généralement, soient m’ fonctions U, telles que le tableau 
rectangulaire formé par les uw; correspondants ait m—m’ colonnes 
formées par des zéros, à l’exclusion de celle des yu), et que le dé- 
terminant formé par les m’ colonnes restantes ne soit pas nul. Les 
m' équations 


: Qitks 
Ÿ df == \ Vie —— ! 
Mik | sot |, = Crepes ene y 22" )) 


: ‘ bor dit£s : 
ne contiendront que m’ quantités | sora |, puisque les autres ont 
des coefficients nuls; le déterminant de ces m’ inconnues n’est pas 

nul, par hypothèse, et [=], se trouve parmi elles, de sorte qu'on 


aura 
[3 ]p Cr V, + do V,+ Mir CNE 


“Nous dirons que ces m’ fonctions U forment un système intégrant. 
Il pourra y avoir des systèmes intégrants formés de m’ fonctions U, 
m' pouvant prendre les valeurs r, 2,..., mm. 
Le plus intéressant de ces systèmes est celui qui est formé d’une 
seule fonction. On l’obtiendra en prenant tous les u;, nuls, sauf ps, 
qu’on pourra, sans restreindre la généralité, supposer égal à l unité. 
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Nous représenterons cette fonction par 


N R(x, y, Los Vo )3 
elle donnera simplement 


B 
DEUCYE (M+) ay— —Ndz. 


Nous sommes parti, pour faire la théorie précédente, de l'identité 


0M oN. 08 
u $(z )—s2çG(u)= 5 + dy | dxdy’ 


: ee : ibe Sg 
et le fait essentiel était que M ne contenait que des dérivées —| et N 
kz 


0 
des dérivées — 
oy® 


On reconnaît facilement que, si l’on pose 


M=M + N=N+ 
on aura 
M, ON, oO 


2 0 
u (3 )— 3 G(u= PE dy .0x0dy 


et le second membre sera maintenant composé avec wu et ses dérivées, 
exactement comme il l’était primitivement avec z et ses dérivées. 

Au moyen de cette nouvelle forme, on prouvera, comme précédem- 
ment, l'existence des fonctions Z solutions de (zs) —o, annulant 
identiquement M, pour x=x,, et N, pour y = y, et dépendant de 
m constantes arbitraires, valeurs initiales des coefficients de la fone- 
tion @ supposée ordonnée par rapport aux dérivées de wu. 

On pourra former des systèmes intégrants avec des fonctions Z, qui 
permettront d'intégrer G(u) =o comme les systèmes intégrants de 
fonctions U permettaient d'intégrer ¥(s) = 0. 

En particulier, il existera un système intégrant formé par une seule 
fonction Z; nous la représenterons par 


SL, 7, Li Va) 


Considérons un rectangle formé par les caractéristiques issues de 


P(X, Yo) et Q(æ,, y) (fig. 3). 
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En employant une fonction U quelconque, on aura s 
08 : 
Op == 0, = (a aS ns = d. 
à TL Ndr, 
CL IDE 
Q Q 
@=0,—[{ Midy— (x =) ax, 
= 7 B A Ox 
ou 


“ Q “ Q 
CET je M, dy — i N,dé. 
- B A 


Supposons que = soit une fonction Z relative au pointæ,, y, et pro- 


gel at Fig. 3. 


venant des constantes ¢,,,, M, et N, seront identiquement nuls et l’on 
aura 


Op == Oy 
; ue - 


Qirk Qi+hk 
Z > Het ars Oxi oye Z.( Xo, Yo 1,91) =), Pik dart Oy U( 21, 41, Los Yo) 
C’est l'identité fondamentale reliant les fonctions Z et U et dont 
nous allons tirer un certain nombre de conséquences. Prenons pour Z 
et U respectivement les fonctions S et R, l'identité se réduira a 


S (Los Vo Ti; V1) = RG Yu Los Vo) 


_ ce qui montre que ue fonctions R et S sont identiques; de sorte que 
EOI a: 


ee 


fs Il existe une fonction R(x, Yi Los Yo) pouvant être définie comme 
solution de $(z) = o ou de G(u) = 0, suivant qu'on considère x4, Yo: 


S.116 | ET. DELASSUS, 


OUT Yi: comme variables et qui permet d'intégrer simultanément l’équa- 
tion proposée et son adjointe. 


Appliquons l'identité générale en prenant la fonction R avec une 
fonction Z ou U, nous obtiendrons 


+ 


(+h 


Z (ro Vo en Ja) =D Vee Tape (ro Jo To 7e) 


gitk 


U (2 Ji Los Yo) DS Pi,k Oxi oyk R(x, 15 Los Yo) 


ce qui montre que : 


Toutes les fonctions Z et U peuvent s'exprimer comme fonctions linéaires 
et homogènes de R et de ses dérivées partielles, jusqu'à l’ordre n — 1 au 
plus, par rapport à l’un des systèmes de variables. 


Appelons fonctions générales Z ou U ces fonctions dans lesquelles 
on laisse indéterminées les constantes arbitraires. Les formules pré- 
cédentes donnent les expressions de ces fonctions générales, de 
sorte que 


Les fonctions générales Zou U sont des fonctions linéaires et homo- 
gènes des m constantes arbitraires dont elles dépendent. 


Supposons maintenant qu'on connaisse un système intégrant quel- 


conque 
U,, U;, sey Uns 


et considérons les m’ équations 


dir = 
U;(z, 71 os Yo) >: Hi,k Sage R(t My Lys Yo) Gi 1, 2,6 m') É 


D'après la définition d’un système intégrant, si l’on considère R et 
ses dérivés comme des inconnues, il n’y aura dans le second membre 
que m’ inconnues distinctes, parmi lesquelles figurera effectivement R, 
et le déterminant des coefficients ne sera pas nul. On en tirera 


R CARRE Ts Yo) Ls b, U, rat b, U, i he den De bm Up, 


Ve oe 2S es? eS rt 


4 


= hits Bath... +) 
% 7 ) 
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les 6 étant des constantes. Ayant R, on pourra alors former toutes les 
fonctions Z et U; donc : 


La connaissance d’un système intégrant quelconque permet de former 
la fonction R ainsi que toutes les fonctions Z et U. Autrement du, si l’on 
sait intégrer l’une des deux équations (z=) = 0, G(u) = o par la me- 
thode de Riemann, il en résulte forcément l'intégration de l’autre par la 
même méthode. 


En dernier lieu, on peut remarquer que la méthode de Riemann 
permet de démontrer facilement pour l'équation f(z) =o le théorème 
général du Chapitre III sur les lignes singulières essentielles. 

Soit (6, n) un point où tous les A,, sont analytiques. On démontre 
facilement, en reprenant le théorème sur l'existence des fonctions U, 
qu'il existe un rectangle ayant (&, n) comme centre et tel que la fonc- 
tion R(x,,y,, Xo, ¥)) soit développable en série ordonnée en 


ts, Vv, 1; B—b Yo—N, 


absolument et uniformément convergente tant que x,, y,, Xp, y, re- 
présentent des points de ce rectangle. 

Soit une ligne essentielle F d’une intégrale analytique, traversant 
une région où tous les A,, sont analytiques et qui ne soit pas une ca- 
ractéristique. Prenons sur elle un point quelconque (&, 7) à tangente 
non caractéristique et considérons un rectangle ayant (£,n) comme 
centre, intérieur à celui que nous venons de définir précédemment et 
assez petit pour que l’un des quatre rectangles partiels en lesquels il 
est décomposé par les deux caractéristiques issues de (&, n) soit en- 
tièrement dans la région où l’intégrale est analytique. 

Soit P(æ, y) un point quelconque de ce rectangle et soit (æ,,y,) le 
point Q (fig. 4). Puisque sur le contour EQF, l'intégrale est analy- 
tique, la méthode de Riemann permettra de définir la fonction en point 
quelconque de MEQF en se servant de la fonction 


R (215 Ya 2, y). 
On aura 


Q Q 
(2,7) =Ox+ Or—Oy— f Nw — [ May. 
A B 
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On vérifie facilement que tous les termes du second membre sont 
des séries ordonnées en æ — &, y — n absolument et uniformément 
convergentes au voisinage de M. Soit s’(a,y) la série totale ainsi ob- 


tenue. 
Dans l’intérieur du rectangle MEQF et au voisinage de M on aura, 


d'après la méthode de Riemann, 
3(æ,7)=23(x, y); 


la fonction z’, étant développable des deux côtés de I et coincidant 


d’un côté avec zs, constitue un prolongement analytique de = au delà 


de F, et de la résulte immédiatement la propriété annoncée. 


Fig. 4. 


La méthode de Riemann permet encore de démontrer à l’égard des 
équations f(z) —0o une propriété présentant de grandes analogies 
avec la précédente. 

Supposons que, dans une région D du plan des a, y, tous les Aj; pos- 
sedent des dérivées de Ja forme 


OK AG, PSO fy APR ; 
Ox! Oy (SaaS aa i+ k<p+g +e) 
qui y soient toutes continues, 

En reprenant complètement la démonstration de l'existence des 
fonctions U au moyen des approximations successives, on démontrera 
facilement : (€, 1) étant un point quelconque à l’intérieur de D, il existe 
un rectangle R parallèle aux axes, ayant (£, n) comme centre et tel que, 
Cæ, y) et (5,0) étant des points quelconques à son intérieur, toutes 
les fonctions U(x,y,x,,7,) sont continues relativement aux quatre 


# 
L 

4 

1 

4 

: 

a 
2 
a 


we 


SUR LES EQUATIONS LINÉAIRES AUX DERIVEES PARTIELLES, ETC. S. 123 


variables æ, y, &,, y, et possèdent des dérivées continues de la forme 


diF+i+h TU CARRE 


Oxi dy" dx) ayh 0 nse). 


KE OFT, Ses Gat 
Supposons que dans une portion de D il y ait une intégrale z possé- 
dant des dérivées continues de la forme 


as 25 
direz ee oe 


Sea Mie pe a 
Oxtdy® es oie cg oe per t+kSp+q++s ») 


et qu'il y ait une ligne I’, non caractéristique et distincte du contour 
de D, au delà de laquelle il ne soit pas possible de prolonger : en con- 
servant la continuité des dérivées que nous considérons. 

En prenant, comme précédemment, un point M quelconque et à 
tangente non caractéristique sur I’, on arriverait, par l'application de 
la méthode de Riemann, à une égalité 


arc (&, y} 


vraie d’un côté de Let la fonction s’ resterait continue ainsi que toutes 
ses dérivées de la forme considérée dans un rectangle traversé par F. 
Elle constituerait un prolongement de = au delà de I’, et de là on pour- 
rait conclure immédiatement que les lignes traversant D, et au delà 
desquelles on ne peut pas prolonger z en conservant la continuité des 
dérivées considérées, sont forcément des caractéristiques. 


Pages 


48 
58 
63 
68 


80 


Lignes 


ERRATA. 


+0 


— 2 
20, au lieu de 2" “He re >: ( a 
2—yYr Z— 4/7 


ASS 


» voisin, » voisins 


note au bas de la page, au lieu de la série, lire la série ts. 


7, à partir du bas, au lieu de + FD tote sks lire i >> An tha 


11 et suivantes, » : est clair, ms, » il est clair as oe équa- 


tions (1) sont vérifiées si les dérivées de g(y) et de gi(y) ont pour y =1 
des valeurs convenables, faciles à calculer de proche en proche, et d’ailleurs 
déterminées en partie seulement. On peut done remplacer d’une infinité de 
manières les équations (1) par deux systèmes de la forme 


gt (1) = Ga, gg JG Los 


11 à partir du bas, au lieu de intértê, re intérêt 
6, 8, 12, 16, remplacer dans les formules N?—1 par 1 


IT 


D += NI © Or 


-_ 
onrvw 


en montant : après derniers cas ajoutez généraux 
» »  unicursale » sans rebroussement 
» au lieu de p, q, r, lisez — p, —q, —r 
en descendant : au lieu de O12, lisez O, x4 
» » AX’, » 2d" 
en montant : » > » — MS 
» ajoutez au commencement = 
» f? au lieu de fr 
en descendant : au lieu de €, lisez = 
en descendant: au lieu de Y; lisez X, 
» » Ae GN aN 
» » Las 
» » prenons les, Zsez prenons-les 
» après foyers, ajoutez simples 
en montant : au lieu de petit, lisez grand 
en descendant : permuter le point et virgule ct la virgule après # =1 et x 1 
en montant : tz au lieu de tz? 
» 23 » t3?; 23 au lieu de 3? 
» Mot?z » M3tz?; 
en descendant : Not?z » Ny tz? 
» rendre homogènes R et S à l’aide de z 
en montant : = au lieu de a 


« Z 


en descendant, lisez D au lieu de C. 
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